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Введение
Функциональный анализ - часть современной математики, главной задачей которой является изучение бесконечномерных пространств и их отображений. Наиболее изучены линейные пространства и линейные отображения. Для функционального анализа характерно сочетание методов классического анализа, топологии и алгебры. Абстрагируясь от конкретных ситуаций, удаётся выделить аксиомы и на их основе построить теории, включающие в себя классические задачи как частный случай и дающие возможность решать новые задачи. Сам процесс абстрагирования имеет самостоятельное значение, проясняя ситуацию, отбрасывая лишнее и открывая неожиданные связи. В результате удаётся глубже проникнуть в сущность математических понятий и проложить новые пути исследования.
          Развитие функционального анализа происходило параллельно с развитием современной теоретической физики, при этом выяснилось, что язык функционального анализа наиболее адекватно отражает закономерности квантовой механики, квантовой теории поля и т.п. В свою очередь эти физические теории оказали существенное влияние на проблематику и методы функционального анализа.
Рекурсивные функции (от позднелатинского recursio - возвращение), название, закрепившееся за одним из наиболее распространённых вариантов уточнения общего понятия арифметического алгоритма, т.е. такого алгоритма, допустимые исходные данные которого представляют собой системы натуральных чисел, а возможные результаты применения являются натуральными числами. Рекурсивные функции были введены в 30-х гг. 20 в. С.К. Клини, в свою очередь основывавшимся на исследованиях К. Гёделя, Ж. Эрбрана и др. математиков.
Теорема (Клини) о неподвижной точке является основным инструментом исследования в теории рекурсивных функций. Это глубокий результат в том смысле, что он даёт изящный и экономичный метод обращения с конструкциями, что в ином случае потребовало бы долгих и сложных рассуждений.
Эта теорема может быть приведена в нескольких формах и может рассматриваться с нескольких точек зрения. В определённом смысле теорема суммирует некоторый класс диагональных методов, включая метод, используемый для построения рекурсивно-перечислимых, но не рекурсивных множеств. С другой стороны, эта теорема устанавливает некоторый результат о неподвижной точке и, подобно теоремам о неподвижной точке из математического анализа, может быть использована для доказательства существования многих неявно заданных функций.



Понятие неподвижной точки
Несомненно, это одно из самых простых и фундаментальных понятий: оно требует лишь представления о множестве и отображении. Пусть дано отображение  множества  в себя. Неподвижной точкой называется любой элемент , для которого 
Иначе говоря, неподвижная точка остается на месте при отображении. Чуть допуская вольность, можно сказать, что неподвижные точки  — это точки пересечения графика с диагональю в .
Понятие неподвижной точки встречается во многих, чуть ли не во всех задачах. Например, любое уравнение  можно свести к неподвижной точке, переписав его в виде

Вот менее тавтологический пример. Пусть имеется дифференциальное уравнение

где  — непрерывная функция, и  — его решение, проходящее через точку () (это значит просто, что() = ). 

      Тогда для любого t из соответствующего интервала выполняется соотношение 

Иначе говоря, функция y является неподвижной точкой отображения A, заданного формулой 

Пространство или множество, на котором задан оператор A. Это не случайно. Обычно или ясно, что это за множество, или, напротив, есть много разных возможностей, которыми можно удачно распорядиться. В нашем случае естественнее всего взять в качестве множества пространство непрерывных функций (на соответствующем интервале); тогда надо еще убедиться, что оператор A преобразует непрерывные функции в непрерывные.
Часто в приложениях неподвижные точки возникают там, где имеется динамика вида  
Например, считается, что цены поднимаются, если спрос превышает предложение, и поднимаются тем сильнее, чем больше этот эксцесс спроса. Наиболее простой способ формализовать это замечание (но не наиболее правильный, ибо никто не знает, как это сделать) — считать зависимость линейной. Так мы приходим к уравнению вида

где  — это эксцесс, или избыток спроса (т. е. разность между спросом и предложением), а  — диагональная матрица с неотрицательными коэффициентами. В этом случае неподвижная точка дает стационарные, неизменные по времени цены. 
      На самом деле, никакой точной динамики цен неизвестно, поэтому трудно сказать, что происходит с ценами в общем случае, и имеет смысл говорить только о неподвижных точках отображения (или о нулях E). Такие цены называются равновесными.
Важной задачей нелинейного Функционального анализа является задача отыскания неподвижных точек отображения (точка x называется неподвижной для отображения F, если Fx = x). 
К отысканию неподвижных точек сводятся многие задачи о разрешимости операторных уравнений, а также задачи отыскания собственных значений и собственных векторов нелинейных операторов. При исследовании неподвижных точек и точек ветвления используются топологические методы: обобщения на бесконечномерные пространства теоремы Брауэра о существовании неподвижных точек отображений конечномерных пространств, степени отображений и т.п. Топологические методы Функционального анализа развивались польским математиком Ю. Шаудером, французским математиком Ж. Лере, советскими математиками М.А. Красносельским, Л.А. Люстерником и др. 

Принцип сжимающих отображений
Главный вопрос, которым мы будет заниматься в этих лекциях — это вопрос о существовании неподвижных точек. Существование (и другие свойства) неподвижных точек отображения  зависят как от свойств отображения , так и от свойств пространства . Например, практически всегда отображение  предполагается непрерывным. Мы рассмотрим несколько реализаций этого общего замечания. Начнем с простейшего случая, когда требования к  минимальны, но зато многое требуется от . 
Пусть  — пространство с метрикой . Напомню, что метрикой на множестве  называется функция  интерпретируется как «расстояние» между точками ), которая удовлетворяет трем аксиомам: 
1) симметричности:  
2) тогда и только тогда, когда ; 
3) неравенству треугольника:  для любых . Отображение f метрического пространства в себя называется сжимающим, если существует такая константа , что для любых двух точек x и y выполняется неравенство

Очевидно, что при сжимающем отображении расстояния между точками строго уменьшаются, но этого мало! Обратите внимание, что константа K меньше единицы и обслуживает сразу все пары точек. Более правильно сжимающее отображение называть строго сжимающим. Сжимающие отображения обладают рядом свойств, полезных для неподвижных точек.
Утверждение. Пусть отображение  сжимающее. Тогда существует не более одной неподвижной точки.
Доказательство. В самом деле, если  — неподвижные точки, то

что при  может быть только при . Но тогда .
Для существования неподвижных точек нужно наложить на пространство  условие полноты. Напомним, что метрическое пространство полное, если любая последовательность Коши имеет предел в . Можно сказать, что  не имеет «микродыр» или проколов.
Теорема 1. Пусть — сжимающее отображение полного метрического пространства  в себя. Тогда для любой точки  последовательность

сходится к неподвижной точке. В частности,  имеет (единственную) неподвижную точку.
Доказательство. Пусть  Тогда

и вообще,

Значит наша последовательность является последовательностью Коши и поэтому имеет предел, который мы обозначим  . Мы утверждаем, что точка x ∗ неподвижна. Для этого покажем, что  также является пределом последовательности  В самом деле,
 
при 
В силу единственности предела  .
Точки  называются последовательными приближениями к неподвижной точке. Мы видим, что в случае сжимающего отображения можно начинать с любого элемента , и последовательные приближения сходятся к неподвижной точке. Легко оценить и точность приближения:

Это позволяет оценить число шагов, нужное для нахождения  с заданной точностью.
Продолжим исследование задачи существования неподвижных точек отображения .  Ослабим требования к отображению f за счет усиления требований на пространство . Если раньше  было почти произвольной природы, то теперь мы будем предполагать, что — выпуклый компакт.
Теорема Брауэра
Пусть — векторное пространство (над полем вещественных чисел R). Напомним, что подмножество  называется выпуклым, если для любых точек  и числа , точка  также принадлежит . Иначе говоря, с любыми двумя точками  содержит и соединяющий их отрезок. Свойство выпуклости влечет, что  не имеет «дырок», а это дает надежду на существование неподвижных точек для широкого класса отображений.
Более точно, мы будем рассматривать непрерывные отображения. Это предполагает, что  снабжено топологией. Чтобы не усложнять изложение, мы будем считать всюду, что пространство  конечномерное (изоморфно  ) и снабжено обычной евклидовой метрикой, и что  — компактное (т. е. замкнутое и ограниченное) подмножество  . Для краткости мы будем говорить, что — выпуклый компакт.
Знаменитая теорема Брауэра утверждает, что любое непрерывное отображение выпуклого компакта в себя имеет неподвижную точку.
Теорема (Брауэр, 1910). Пусть X — выпуклое компактное подмножество конечномерного пространства, а отображение  непрерывно. Тогда существует неподвижная точка f.
Эта теорема будет фокусом всего дальнейшего. 
Попробуем лучше понять смысл теоремы. Пусть X одномерно (т. е. попросту замкнутый отрезок  и пусть f — непрерывное отображение этого отрезка в себя. Если мы рассмотрим функцию f(x) − x, то она меняет знак на  А из анализа хорошо известно, что где-то внутри она обращается в нуль, что эквивалентно тому, что .
Теорема Брауэра представляет многомерное обобщение этого почти очевидного утверждения. Однако уже в двумерном случае утверждение Брауэра выглядит совсем неочевидным и даже малоправдоподобным. Почему это любое непрерывное отображение, скажем, круга в себя должно иметь неподвижную точку? Может быть, утверждение станет интуитивно более правдоподобным после следующей полезной геометрической конструкции. Допустим (вопреки утверждению), что отображение  не имеет неподвижных точек (здесь  — диск (шар) любой размерности). Тогда выпустим из точки  луч в точку , и продолжим его до пересечения с границей D, т. е. со сферой ∂. Полученную точку пересечения обозначим ).
[image: ]
Так мы получаем отображение  диска D на его границу. Как легко понять, отображение g будет непрерывным и оставлять точки границы на месте. Такие отображения называются ретракциями. Более точно, пусть X — множество, и  — его подмножество; отображение  называется ретракцией на Y , если  для любой точки  .
Интуитивно достаточно ясно, что нельзя непрерывно перетянуть диск на его границу. Чтобы сделать утверждение Брауэра еще более правдоподобным, мы обсудим его еще в одном частном случае, когда отображение f не только непрерывно, но и аффинно. Отображение f одного выпуклого множества в другое аффинно, если для любых точек x, y и числа ,

Идея доказательства в аффинном случае проста. Возьмем произвольную точку  и образуем последовательные приближения . Однако в отличии от сжимающего отображения, сейчас нет никаких оснований считать, что последовательность  сходится. Например, f может быть поворотом двумерного диска, и если x0 была на границе, она так и будет крутиться по граничной окружности. Однако если брать центры тяжести точек , т. е. точки

то имеются все основания рассчитывать, что они будут все более и более «неподвижными». В самом деле,


а последнее становится все меньше и меньше с ростом .


Теорема Банаха о неподвижной точке
Теорема Банаха о неподвижной точке — утверждение в метрической геометрии, гарантирующее наличие и единственность неподвижной точки у определённого класса отображений метрических пространств, также содержит конструктивный метод нахождения этой точки. Теорема названа в честь Стефана Банаха, польского математика, установившего это утверждение в 1922 году. 
Теорема. Пусть  – непустое множество метрическое пространство.
Пусть Т:ХХ — сжимающее отображение на Х, то есть существует число  такое, что  для всех   из Х. Тогда у отображения Т существует, и притом единственная, неподвижная точка  из  . Число  часто называют коэффициентом сжатия. Если число  равно 1, то есть отображение не сжимающее, теорема может не выполняться.
Доказательство
     Возьмём произвольный фиксированный элемент метрического пространства  и рассмотрим последовательность

Таким образом получим последовательность .
Покажем, что эта последовательность фундаментальна. В самом деле: 




По неравенству треугольника для



Так как по условию   , то  Отсюда следует, что  при  и любом .    
Значит, последовательность  фундаментальна.
В силу полноты пространства X существует элемент  , являющийся пределом этой последовательности  .
Докажем, что .
По неравенству треугольника,

Так как   , то  для любого  при достаточно большом n   и    .  
Так как  произвольно, то отсюда следует, что  , то есть  , что и требовалось доказать.
Докажем единственность неподвижной точки у отображения сжатия T.
Предположим, что существуют два различных элемента  , такие, что  . Тогда  . Если допустить, что   , то из предыдущего следует, что  . Но это противоречит условию  . Таким образом, наше допущение что    неверно и  .
Применение Теорема Банаха
Теорема Банаха используется в теории дифференциальных уравнений для доказательства существования и единственности решения некоторых классов краевых задач. В теории интегральных уравнений теорема используется для доказательства существования и единственности решения неоднородного линейного интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода, интегрального уравнения Вольтерры 2-го рода, некоторых видов нелинейных интегральных уравнений. Широкое применение теорема находит в численных методах, таких как метод Якоби, метод Гаусса — Зейделя, метод Ньютона также можно рассматривать с позиции теоремы Банаха. Также теорема нашла применение в теории фракталов.



Теорема Брауэра о неподвижной точке
Теорема Брауэра о неподвижной точке  — важная теорема о неподвижной точке, применимая к непрерывным отображениям в конечномерных пространствах, являющаяся основной для некоторых более общих теорем.
Приоритет в открытии теоремы принадлежит Пирсу Георгиевичу Болю: в своей работе 1904 года он сформулировал и доказал теорему эквивалентную теореме о неподвижной точке и описал применение этой теоремы к теории дифференциальных уравнений. Однако его результат не был замечен. В 1909 году Брауэр переоткрыл эту теорему для случая  .
Формулировка.
Обычно теорема формулируется в следующем виде: Любое непрерывное отображение замкнутого шара в себя в конечномерном евклидовом пространстве имеет неподвижную точку.
Более подробно, рассмотрим замкнутый шар в мерном пространстве . 
Пусть  — некоторое непрерывное отображение этого шара в себя (не обязательно строго внутрь себя, не обязательно биективное, т.е. даже не обязательно сюръективное).   Тогда найдется такая точка  что .
Доказательство. 
Из подсчёта гомологических или гомотопических групп сферы и шара вытекает, что не существует ретракции шара на его границу.
Пусть теперь  — отображение шара в себя, не имеющее неподвижных точек. Построим на его основе ретракцию шара на его границу. Для каждой точки  рассмотрим прямую, проходящую через точки   и   (она единственна, так как по предположению неподвижных точек нет.). Пусть   — точка пересечения этой прямой с границей шара, причем   лежит между   и  . Легко видеть, что отображение   — ретракция шара на его границу. Противоречие.




























Принцип неподвижной точки Ю. Шаудера
Теорема была выдвинута и доказана для особых случаев, таких как банаховы пространства, Юлиушем Шаудером в 1930 году. Его гипотеза для общего случая была опубликована в шотландской книге. В 1934 году Тихонов доказал теорему для случая, когда -компактное выпуклое подмножество локально выпуклого пространства. Эта версия известна как теорема Шаудера–Тихонова о неподвижной точке.
При изложении принципа сжатых отображений мы отмечали, что существование решения многих уравнений эквивалентно существованию неподвижной точки у соответственно подобранного отображения некоторого множества точек в себя.
Теорема С. Банаха о неподвижной точке у сжимающего отображения позволила нам получить ряд результатов, касающихся однозначной разрешимости различных типов интегральных уравнений.
Следует отметить, что применение принципа сжатых отображений к нелинейным интегральным уравнениям практически ограничивается случаями, когда функция  удовлетворяет условию Липшица по функциональному аргументу 
Приведем еще одну теорему, позволяющую гарантировать существование по крайней мере одного решения для весьма широкого класса уравнений.
Теорема. Если вполне непрерывный оператор  отображает ограниченное замкнутое выпуклое множество банахова пространства  на свою часть, то существует неподвижная точка этого отображения, т. е. такая точка  , что

Напомним понятие выпуклости. Пусть  — линейное действительное пространство и  — две его точки. Назовем отрезком в  , соединяющим точки , совокупность всех элементов вида




Определение. Множество   называется выпуклым, если оно вместе с любыми двумя точками  содержит и соединяющий их отрезок.
Так, круг (рис. 17) есть выпуклое множество, а фигура на рис. 18 — невыпуклое.
   Еще пример. Рассмотрим в пространстве  функций  непрерывных на  множество функций, удовлетворяющих условию
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Рисунок 17
[image: ]
Рисунок 18


Это множество выпукло. Действительно, если

то при  имеем

т. е. функция  что и означает, согласно определению, выпуклость указанного множества  непрерывных функций.



Теорема Какутани о неподвижной точке
В математическом анализе теорема о неподвижной точке Какутани-это теорема о неподвижной точке для многозначных функций.          
Она обеспечивает достаточные условия для того, чтобы многозначная функция, определенная на выпуклом компактном подмножестве евклидова пространства, имела фиксированную точку. Точку, которая отображается на содержащее ее множество. Теорема о неподвижной точке Какутани является обобщением теоремы о неподвижной точке Брауэра. Теорема о неподвижной точке Брауэра является фундаментальным результатом в топологии, который доказывает существование неподвижных точек для непрерывных функций определяется на компактных выпуклых подмножествах евклидовых пространств. Теорема Какутани расширяет это на многозначные функции.
Эта теорема была разработана Шизуо Какутани в 1941 году и использована Джоном Нэшем в его описании равновесий Нэша. Впоследствии она нашла широкое применение в теории игр и экономике.
Теорема Какутани гласит: 
Пусть S непустое, компактное и выпуклое подмножество некоторого евклидова пространства m.
Пусть - многозначная функция на S со следующими свойствами:
· φ имеет замкнутый граф;
· ) непусто и выпукло для всех .
Тогда φ имеет неподвижную точку.
Определения
Многозначная функция
Многозначная функция от множества X к множеству Y - это некоторое правило, связывающее одну или несколько точек в Y с каждой точкой в X. Формально ее можно рассматривать просто как обычную функцию от X до степенного множества Y, записанную как , такую, что φ(x) непусто для каждого Некоторые предпочитают термин соответствие, который используется для обозначения функции, которая для каждого входа может возвращать много выходов. Таким образом, каждый элемент области соответствует подмножеству одного или нескольких элементов диапазона.
Замкнутый граф
Говорят, что многозначная функция имеет замкнутый граф , если множество  является замкнутым подмножеством  в топологии произведения, т.е. для всех последовательностей 
таких, что  для всех n.
         Неподвижная точка
Пусть многозначная функция. Тогда  является неподвижной точкой φ, если a ∈ φ(a).




Заключение
Понятие неподвижной точки, это одно из самых простых и фундаментальных понятий математики. Оно требует лишь только представления о множестве и отображении. Пусть дано отображение  множества  в себя. Неподвижной точкой fназывается любой элемент , для которого . Иначе говоря, неподвижная точка остается на месте при отображении .
Теоремы о неподвижной точке есть утверждение о том, что некоторое уравнение (или система уравнений) имеет решение. Доказываются топологические теоремы о неподвижных точках непрерывных отображений отрезка, квадрата, окружности и сферы. 
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