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Введение 

Целью работы является изучение алгоритма решения систем линейных 

алгебраических уравнений методом последовательного исключения неизвест-

ных для применения их на практике. 

Актуальность заключается в том, что системы линейных алгебраических 

уравнений – это математический аппарат, который имеет широкое применение 

в решении многих задач практического приложения математики. 

Метод последовательного исключения неизвестных применим к любой 

системе линейных уравнений, он идеально подходит для решения систем, со-

держащих больше трех линейных уравнений. Метод последовательного ис-

ключения неизвестных для решения СЛАУ с числовыми коэффициентами в 

силу простоты и однотипности выполняемых операций пригоден для счета на 

электронно-вычислительных машинах. 

Рассмотрим систему из 𝑚 линейных уравнений с 𝑛 неизвестными (𝑚 мо-

жет быть равно 𝑛): 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋮             ⋮              ⋮          ⋮             ⋮

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

, 

где 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 − неизвестные переменные, 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖 = 1,2,… ,𝑚;  𝑗 =

1,2,… , 𝑛 – числа, 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 – свободные члены. 

Если 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑛, то система линейных алгебраических уравнений 

называется однородной, в противном случае – неоднородной. Если существует 

хотя бы одно решение системы линейных алгебраических уравнений, то она 

называется совместной, в противном случае – несовместной. 

Если СЛАУ имеет единственное решение, то она называется определен-

ной. Если решений больше одного, то система называется неопределенной.  
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Глава 1. Теоретическая часть 

Пусть дана система линейных уравнений 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2
⋮             ⋮              ⋮          ⋮             ⋮

𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

.                               (1) 

Коэффициенты при неизвестных составляют прямоугольную лицу 

𝐴 = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
…
𝑎𝑚1

…
𝑎𝑚2

… …
… 𝑎𝑚𝑛

)                                      (2) 

называемую матрицей системы. Первый индекс у коэффициента 𝑎𝑖𝑗 означает 

номер уравнения, второй — номер неизвестного, при котором стоит этот ко-

эффициент. Коэффициенты 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛 называются свободными членами 

уравнений системы. Если свободные члены равны нулю, то система называ-

ется однородной, в противном случае — неоднородной. Матрицу 

𝐵 = (

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛 𝑏1
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛 𝑏2
…
𝑎𝑚1

…
𝑎𝑚2

… …  

… 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑛

),                              (3) 

называют расширенной матрицей системы (1). 

Решение системы (1) — это любой упорядоченный набор из 𝑛 чисел, при 

подстановке которых в уравнения системы вместо соответствующих неизвест-

ных каждое уравнение системы превращается в тождество. Система, не имею-

щая ни одного решения, называется несовместной, или противоречивой. Си-

стема, имеющая хотя бы одно решение, называется совместной. 

Совместные системы подразделяют на определенные, обладающие един-

ственным решением, и неопределенные, обладающие большим числом реше-

ний. Однородная система всегда совместна, так как имеет по крайней мере ну-

левое решение 𝑥 − 𝑥2− . . . =  𝑥𝑛  = 0. 

Выражения, содержащие неизвестные 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 и некоторый набор 

произвольных постоянных, из которых при соответствующем выборе значе-

ний произвольных постоянных можно получить любое конкретное решение 
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системы, называют общим решением системы, а любое конкретное решение 

системы — ее частным решением. Две системы с одними и теми же неизвест-

ными эквивалентны (равносильны), если каждое решение одной из них явля-

ется решением другой или обе системы несовместны. 

Над уравнениями системы обычно приходится проводить следующие 

элементарные преобразования: 

 умножение обеих частей какого-либо уравнения на число, отличное от 

нуля; 

 прибавление (вычитание) к одному уравнению другого, умноженного на 

некоторое число; 

 перестановку уравнений; 

 вычеркивание уравнений вида 0 ∙ 𝑥1  +  0 ∙ 𝑥2 +⋯ +  0 ∙ 𝑥𝑛 =  0, т.е. 

тождество 0 = 0; 

 перестановку неизвестных в системе уравнений. 

В результате элементарных преобразований система преобразуется в эк-

вивалентную. Общий способ отыскания решений обычно основывается на по-

следовательном переходе с помощью элементарных преобразований от дан-

ной системы к такой эквивалентной системе, для которой решение находится 

просто. Одним из таких способов является метод последовательного исключе-

ния неизвестных (метод Гаусса). Алгоритм этого метода состоит в следующем. 

Предположим, что коэффициент 𝑎𝑛 системы (1) отличен от нуля. Этого 

всегда можно добиться, переставляя в случае необходимости уравнения си-

стемы или неизвестные в ней и меняя нумерацию неизвестных. Умножим пер-

вое уравнение на 
𝑎2

𝑎𝑛
 и вычтем из второго уравнения, затем на 

𝑎3

𝑎𝑛
 и вычтем из 

третьего уравнения и т.д. Наконец, умножим первое уравнение на 𝑎𝑚𝑗𝑎 и вы-

чтем из последнего уравнения. В результате неизвестное 𝑥 будет исключено 

из всех уравнений, кроме первого, и система примет вид: 
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{
 

 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

′,        

                𝑎22
′𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛

′𝑥𝑛 = 𝑏2
′,      

           ⋮              ⋮            ⋮             ⋮
             𝑎𝑚2

′𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛
′𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

′.

                               (4) 

В системе (4) следует вычеркнуть уравнения вида 0 ∙ 𝑥1  + 0 ∙ 

∙ 𝑥2+ . . . +0 ∙ 𝑥𝑛 =  0, если такие появились. На этом первый шаг метода 

Гаусса заканчивается.  

Следующие шаги прямого хода метода Гаусса осуществляются анало-

гично. Так, на втором шаге при 𝑎22
′ ≠ 0 последовательно умножаем второе 

уравнение на 
𝑎32

′

𝑎22
′
, . . . ,

𝑎𝑚𝑛
′

𝑎22
′
 и вычитаем его из 3-го, 4-го, ..., 𝑚-го уравнений. В 

результате неизвестное 𝑥2 исключается из всех уравнений, кроме 1-го и 2-го. 

На третьем шаге неизвестное 𝑥3 исключается из всех уравнений, кроме первых 

трех, и т.д. 

Возможно, что на некотором шаге прямого хода метода Гаусса встретится 

уравнение вида 

0 ∙ 𝑥1  + 0 ∙ 𝑥2+ . . . +0 ∙ 𝑥𝑛 = 𝑏𝑖 ,        𝑏𝑖 ≠ 0.                     (5)  

Тогда рассматриваемая система несовместна, и дальнейшее ее решение 

прекращается. Если же при выполнении прямого хода метода Гаусса не встре-

тятся уравнения вида (5), то рассматриваемая система не более чем через 𝑚 

шагов прямого хода преобразуется в эквивалентную систему вида 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,        
                𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,      

                          ⋮            ⋮             ⋮
                               …+ 𝑎𝑟𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑟 .

                               (6) 

Для упрощения записи в системе (6) штрихи над коэффициентами опу-

щены. В ней не более 𝑚 уравнений, т.е. 𝑟, так как некоторые уравнения, воз-

можно, были приведены к виду 0 = 0 и вычеркнуты, и, очевидно также, что 

𝑟 = 𝑛. 
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При 𝑟 =  𝑛 система (5) имеет треугольный вид: 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,        
                𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,      

                          ⋮            ⋮             ⋮
                               …+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛,

                               (7) 

и в ней легко совершить обратный ход метода Гаусса. Для этого из последнего 

уравнения этой системы найдем значение неизвестного 𝑥𝑛. Подставив его в 

предпоследнее уравнение, найдем значение . 𝑥𝑛−1. Продолжая так далее, од-

нозначно определим все неизвестные 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛. Следовательно, если си-

стема (1) при прямом ходе метода Гаусса сводится к системе треугольного 

вида, то такая система определенная, т.е. имеет единственное решение. 

При 𝑟 <  𝑛 система (6) имеет вид трапеции. В ней неизвестные 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 принимают за главные, а неизвестные 𝑥𝑟+1, 𝑥𝑟+2, … , 𝑥𝑛— за сво-

бодные. Свободные неизвестные могут принимать любые фиксированные зна-

чения. Полагая 𝑥𝑟+1 = 𝑏𝑟+1, 𝑥𝑟+2 = 𝑏𝑟+2, … , 𝑥𝑛 = 𝑏𝑛, где 𝑏𝑟+1, 𝑏𝑟+2, … , 𝑏𝑛 — 

произвольные постоянные, и проведя в системе обратный ход метода Гаусса, 

получим формулы: 

{
  
 

  
 
𝑥1 = 𝛽1 + 𝛼1,𝑟+1𝛾𝑟+1 +⋯+ 𝛼1,𝑛𝛾𝑛,

𝑥1 = 𝛽1 + 𝛼1,𝑟+1𝛾𝑟+1 +⋯+ 𝛼1,𝑛𝛾𝑛,
…      …      …       …         …    …     …
𝑥1 = 𝛽1 + 𝛼1,𝑟+1𝛾𝑟+1 +⋯+ 𝛼1,𝑛𝛾𝑛,
𝑥𝑟+1 = 𝛾𝑟+1,                                           
…             …                                              
𝑥𝑛 = 𝛾𝑛,                                                   

                                   (8) 

которые составляют общее решение системы (1). Из общего решения (8) при 

конкретных значениях 𝑏𝑟+1, 𝑏𝑟+2, … , 𝑏𝑛 будут получаться частные решения 

системы (1). Так как каждое свободное неизвестное может принимать бесчис-

ленное множество значений, система (1) при 𝑟 < 𝑛, т.е. в случае, когда она 

приводится к трапецеидальному виду, обладает бесчисленным множеством 

решений. Это справедливо для совместных систем, имеющих меньше уравне-

ний, чем неизвестных, и, в частности, для однородных, имеющих меньше 

уравнений, чем неизвестных.  
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Глава 2. Практическая часть 

Задача: методом последовательного исключения неизвестных решить си-

стему уравнений: 

{

2 ∙ 𝑥1 + 4 ∙ 𝑥2 + 1 ∙ 𝑥3 = 36
5 ∙ 𝑥1 + 2 ∙ 𝑥2 + 1 ∙ 𝑥3 = 47
2 ∙ 𝑥1 + 3 ∙ 𝑥2 + 4 ∙ 𝑥3 = 37

. 

Запишем в матричной форме 

[
2 4 1
5 2 1
2 3 4

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

36
47
37
]. 

Выбираем строку с максимальным коэффициентом 𝑎𝑖1 и меняем ее с первой. 

[
5 2 1
2 4 1
2 3 4

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

47
36
37
]. 

Нормируем уравнения относительно коэффициента при x1: 

[
 
 
 
 
 1

2

5

1

5

1
4

2

1

2

1
3

2

4

2]
 
 
 
 
 

∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] =

[
 
 
 
 
 
47

5
36

2
37

2 ]
 
 
 
 
 

 

[
1 0.4 0.2
1 2 0.5
1 1.5 2

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

9.4
18
18.5

]. 

Вычитаем 1 уравнение из 2 и 3: 

[
1 0.4 0.2
0 1.6 0.3
0 1.1 1.8

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

9.4
8.6
9.1
]. 

Выбираем строку с наибольшим коэффициентом при 𝑎𝒊𝟐 (уравнение 1 не 

рассматривается) и перемещаем ее на место 2. 

[
1 0.4 0.2
0 1.6 0.3
0 1.1 1.8

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

9.4
8.6
9.1
]. 
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Нормируем 2 и 3 уравнения относительно коэффициента при 𝑥2 

[
1 0.4 0.2
0 1 0.1875
0 1 1.636

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

9.4
5.375
8.272

]. 

Вычитаем уравнение 2 из 3 

[
1 0.4 0.2
0 1 0.1875
0 0 1.4489

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

9.4
5.375
2.897

]. 

Нормируем уравнение 3 относительно коэффициента при x3 

[
1 0.4 0.2
0 1 0.166
0 0 1

] ∙ [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

9.4
5.333
2

]. 

Откуда получаем 𝑥3 = 2. Подставляем полученное значение в уравнения 2 и 

1, получаем: 

𝑥2 = 5.333 − 0.1666 ∙ 2 = 5.333 − 0.333 = 5, 

𝑥1 + 0.4 ∙ 𝑥2 = 9.4 − 0.2 ∙ 2 = 9.4 − 0.4 = 9. 

Подставляя полученное значение 𝑥2 = 5 в уравнение 1, найдем 

𝑥1 = 9 − 0.4 ∙ 5 = 9 − 2 = 7. 

Таким образом, решением системы уравнений будет вектор 

𝑋 = [7 5 2]𝑇 . 

Для дaннoй зaдaчи мнoй былa нaпиcaнa прoгрaммa, реaлизующaя метод 

последовательного исключения неизвестных, код которой представлен в при-

ложении 1, а результаты программы показаны в приложении 2. 
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Заключение 

При нaпиcaнии курcoвoй рaбoты мнoй былa изученa cпециaльнaя ли-

терaтурa, включaющaя в cебя cтaтьи и учебники пo элементaм теoрии Гаусса, 

oпиcaны теoретичеcкие acпекты и рacкрыты ключевые пoнятия иccледoвaния. 

В данной курсовой работе был изучен метод последовательного исклю-

чения неизвестных, а также была решена задача, в которой нужно решить си-

стему уравнений с 3 неизвестными: 

{

2 ∙ 𝑥1 + 4 ∙ 𝑥2 + 1 ∙ 𝑥3 = 36
5 ∙ 𝑥1 + 2 ∙ 𝑥2 + 1 ∙ 𝑥3 = 47
2 ∙ 𝑥1 + 3 ∙ 𝑥2 + 4 ∙ 𝑥3 = 37

. 

Результaтoм дaннoй рaбoты cтaлo пocтрoение прoгрaммы, реализующей 

метод функциoнирoвaния дaннoй зaдaчи. 

Дaннaя прoгрaммa былa реaлизoвaнa нa языке прoгрaммирoвaния 𝐶 + +, 

тaк кaк, пo мoему мнению, дaнный язык бoлее тoчнo пoдхoдит для прoгрaм-

мирoвaния кaких-либo метoдoв, мaтемaтичеcких зaдaч и фoрмул, a тaкже 

удoбен в иcпрaвлении oшибoк и oтлaдке прoгрaммы. Егo глaвные дocтoинcтвa 

– выcoкaя вычиcлительнaя прoизвoдительнocть, вoзмoжнocть рacширения 

языкa, нaличие шaблoнoв, кoтoрые дaют вoзмoжнocть пocтрoения 

oбoбщенных aлгoритмoв и кoнтейнерoв, a caмoе глaвнoе – дocтупнocть. 
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Приложение 1 

#include <iostream> 

using namespace std; 

// Вывод системы уравнений 

void sysout(double** a, double* y, int n){ 

    for (int i = 0; i < n; i++){ 

        for (int j = 0; j < n; j++){ 

            cout << a[i][j] << "*x" << j; 

            if (j < n - 1) 

                cout << " + "; 

        } 

        cout << " = " << y[i] << endl; 

    } 

    return; 

} 

 

double* gauss(double** a, double* y, int n){ 

    double* x, max; 

    int k, index; 

    const double eps = 0.00001;  

 

    x = new double[n]; 

    k = 0; 

 

    while (k < n){ 

 

        // Поиск строки с максимальным a[i][k] 

 

        max = abs(a[k][k]); 

        index = k; 

        for (int i = k + 1; i < n; i++){ 

            if (abs(a[i][k]) > max){ 

                max = abs(a[i][k]); 

                index = i; 

            } 

        } 
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        // Перестановка строк 

 

        if (max < eps){ 

            // нет ненулевых диагональных элементов 

            cout << "Решение получить невозможно из-за нуле-

вого столбца "; 

            cout << index << " матрицы A" << endl; 

            return 0; 

        } 

 

        for (int j = 0; j < n; j++){ 

            double temp = a[k][j]; 

            a[k][j] = a[index][j]; 

            a[index][j] = temp; 

        } 

 

        double temp = y[k]; 

        y[k] = y[index]; 

        y[index] = temp; 

 

        // Нормализация уравнений 

 

        for (int i = k; i < n; i++){ 

            double temp = a[i][k]; 

            if (abs(temp) < eps) continue; // для нулевого 

коэффициента пропустить 

            for (int j = 0; j < n; j++) 

                a[i][j] = a[i][j] / temp; 

            y[i] = y[i] / temp; 

            if (i == k)  continue; // уравнение не вычитать 

само из себя 

            for (int j = 0; j < n; j++) 

                a[i][j] = a[i][j] - a[k][j]; 

            y[i] = y[i] - y[k]; 

        } 

 

        k++; 

    } 
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    // обратная подстановка 

    for (k = n - 1; k >= 0; k--){ 

        x[k] = y[k]; 

        for (int i = 0; i < k; i++) 

            y[i] = y[i] - a[i][k] * x[k]; 

    } 

    return x; 

} 

 

int main(){ 

    setlocale(LC_ALL, "rus"); 

    double** a, * y, * x; 

    int n; 

    cout << "Введите количество уравнений: "; 

    cin >> n; 

    a = new double* [n]; 

    y = new double[n]; 

 

    for (int i = 0; i < n; i++){ 

        a[i] = new double[n]; 

        for (int j = 0; j < n; j++){ 

            cout << "a[" << i << "][" << j << "]= "; 

            cin >> a[i][j]; 

        } 

    } 

    for (int i = 0; i < n; i++){ 

        cout << "y[" << i << "]= "; 

        cin >> y[i]; 

    } 

    sysout(a, y, n); 

    x = gauss(a, y, n); 

    for (int i = 0; i < n; i++) 

        cout << "x[" << i << "]=" << x[i] << endl; 

    system("pause"); 

 

    return 0; 

}  
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Приложение 2 

 


