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Введение.
Возникновение операционного исчисления как самостоятельного раздела в математике относится к концу 19 века, хотя истоки операционного исчисления имеются уже в классических работах Лейбница, Д.Бернулли, Лагранжа, Эйлера, Фурье, Пуассона, Коши. 
Сущность операционного исчисления состоит в том, что оператор дифференцирования  рассматривается как алгебраическая величина, благодаря чему можно с ним производить действия, как с обычными числами.
Методы операционного исчисления являются весьма эффективными методами прикладного математического анализа, которые позволяют во многих случаях посредством простых правил решать сложные задачи в различных областях современного естествознания. Эти методы были успешно применены в математической физике, в теории специальных функций, при вычислении интегралов и суммировании функциональных рядов, в некоторых проблемах теории чисел и т.д. Особенно большое значение операционные методы имеют в таких отраслях науки и техники, как автоматика и телемеханика, теория следящих систем, теория регулирования. Успешно применяется операционное исчисление при решении задач механики, электротехники, радиотехники, теплопередачи, теории систем и др. 
С целью решения дифференциальных уравнений с данными начальными условиями английский инженер-физик О. Хевисайд (1850−1925 гг.) рассматривал операционное исчисление для функций, определённых на полупрямой, и решил многие прикладные задачи, не заботясь об обосновании применяемых методов. Впервые строгое обоснование операционного исчисления было дано с помощью интегрального преобразования Лапласа (Б. Бромвич, Д. Карсон, П. Леви, Ван-дер-Поль и др.)
Цель исследования: описание особенностей преобразований Лапласа, его свойств дифференцирования оригинала и изображения.
Объект исследования: преобразования Лапласа
Предмет исследования: свойства дифференцирования оригинала и изображения
Задачи исследования:
1) Проанализировать соответствующую литературу на данную тему
2) Рассмотреть и привести основные понятия преобразований Лапласа и свойства дифференцирования оригинала и изображения
3) Привести примеры преобразований Лапласа
Теоретические методы исследования: анализ литературы и обобщение знаний по данной теме.
Практическая значимость работы состоит в возможности использовании подобранной информации для решения определенных задач
Курсовая работа состоит из введения, трех частей, заключения, списка использованной литературы.




1. Преобразования Лапласа.
Преобразование Лапласа — интегральное преобразование, связывающее функцию комплексного переменного (изображение) с функцией  действительного переменного (оригинала). С его помощью исследуются свойства динамических систем и решаются дифференциальные и интегральные уравнения.
Одной из особенностей преобразования Лапласа, которые предопределили его широкое распространение в научных и инженерных расчётах, является то, что многим соотношениям и операциям над оригиналами соответствуют более простые соотношения над их изображениями.
1.1 Прямое преобразование.
Преобразование Лапласа функции действительной переменной , называется функция  , комплексной переменной , такая что:

Правая часть из этого выражения называется интегралом Лапласа.
1.2 Обратное преобразование Лапласа 
Обратным преобразованием Лапласа функции комплексного переменного ,  называется функция 

где  – некоторое вещественное число. Правая часть этого выражения называется интегралом Бромвича.
1.3  Двустороннее преобразование Лапласа.
Двустороннее преобразование Лапласа – это обобщение на случай задач, в которых для функции  участвуют значения .


Двустороннее преобразование Лапласа определяется следующим образом:

1.4 Дискретное преобразование.
Дискретное преобразование Лапласа применяется в сфере систем компьютерного управления. Дискретное преобразование Лапласа может быть применено для решётчатых функций. Различают D–преобразования и                  Z–преобразования. 
1.4.1 D–преобразование.
Пусть  – решетчатая функция, то есть значения этой функции определены только в дискретные моменты времени , где –  целое число, а  – период дискретизации.
Тогда, применяя преобразования Лапласа, получим:

1.4.2 Z–преобразование
Z-преобразованием (преобразованием Лорана) называют свёртывание исходного сигнала, заданного последовательностью вещественных чисел во временной области, в аналитическую функцию комплексной частоты. Если сигнал представляет импульсную характеристику линейной системы, то коэффициенты Z-преобразования показывают отклик системы на комплексные экспоненты {\displaystyle E(n)=z^{-n}=r^{-n}e^{-i\omega n}}, то есть на гармонические осцилляции с различными частотами и скоростями нарастания/затухания.
Пусть  – решетчатая функция, то есть значения этой функции определены только в дискретные моменты времени , где –  целое число, а  – период дискретизации.
 Если применить следующую замену переменных  получим Z–преобразование:

























2. Оригинал и изображение. Теорема существования изображения
2.1 Основные определения: оригинал и изображения. Примеры
Основными понятиями операционного исчисления являются понятия функции-оригинала и функции-изображения.
Пусть  – действительная функция действительной переменной t (под t будем понимать время или координату) определенная на .
Тогда функция  называется начальной функцией или оригиналом , если она удовлетворяет следующим условиям:
1)  при ;
2)   – кусочно-непрерывная функции при , т.е. они не прерывны или в любом конечном интервале имеют конечное число точек разрыва первого рода; 
3) существуют такие числа  и , что для всех t выполняется неравенство   (s-показатель роста функции )
Функцию-оригинал   будем кратко записывать при 
Примеры.
 1) Можно ли функцию  назвать оригиналом?
Решение. 
Очевидно, она непрерывна всюду, кроме значения  (как и ее производная),  при , следовательно, для этой функции  Поэтому данная функция оригинал.
2) Функция   –является оригиналом?
Решение.
Функция непрерывна, при значениях бращается в ноль, а для  может быть представлен в виде: , т.е. для нее  Так как условия 1-3 выполняются, то функция является оригиналом.
3) Функция  – является оригиналом?
Решение.
Данная функция не является оригиналом, так как в точке   функция терпит разрыв второго рода.
Функция  может быть и комплексной функцией действительного переменного, т.е. иметь вид ; она считается оригиналом, если действительные функции   являются оригиналами.  
Функция   , где  –комплексное число , называется изображением Лапласа функции , L-изображением или преобразованием Лапласа.
При этом процесс нахождения изображения для заданного оригинала и обратно, нахождение оригинала по известному изображению называется операционным исчислением. Соответствие между оригиналом и изображением обозначается.
           
или   
Принято оригиналы обозначать малыми буквами, а их изображения – соответствующими большими буквами.
Пример.
Пользуясь определением, найти изображение функции 
Решение.
Для функции  имеем . Поэтому изображение   будет определено в полуплоскости Re p > 0. Применим формулу из определения к заданной функции, используя при выполнении преобразований правило интегрирования по частям и ограничение на множество значений переменной , обеспечивающее сходимость интеграла:


Получили равенство:

Откуда находим:

Таким образом справедливо следующее соответствие:


2.2 Теорема существования изображения
Теорема: для всякого оригинала  изображение F(p) существует и является аналитической функцией в полуплоскости Re p= где s показатель роста функции . Внутри этой области, т.е. на любом подмножестве Re p=, интеграл сходится равномерно и определяет аналитическую функцию  F(p).
В теореме утверждается, что интеграл Лапласа сходится, и F(р) является аналитической функцией в области, расположенной в комплексной плоскости P справа от прямой 0 s = s (рис.1). Сходимость интеграла Лапласа, как следует из теоремы, определяется величиной Re p = s и не зависит от Im p =τ . 


[image: ]



                                                   Рисунок. 1
Докажем существование функции F(р). Пусть Re p = s > s0 . Оценим модуль интеграла Лапласа при этом условии:

По свойству показательной функции , и

то есть, модуль интеграла Лапласа можно оценить следующим выражением: 

Так как модуль интеграла оказался при значении s>s0 ограниченной величиной, то интеграл сходится, и функция F(p) существует.
2.2.1 Следствие из теоремы
Следствие из теоремы (необходимый признак существования изображения): если функция F(p) является изображением функции  , то 
Это утверждение непосредственно вытекает из последнего неравенства, когда Re p= 
Так как  – аналитическая функция в полуплоскости Re p, то  при  по любому направлению. Отсюда, в частности, следует, что функции , не могут быть изображениями.
Отметим, что из аналитичности функции  следует, что все ее особые точки должны лежать левее прямой Re p или на самой этой прямой. Функция , не удовлетворяющая этому условию, не является изображением функции . Не является изображением, например, функция    (ее особые точки расположены на всей оси s)
2.2.2 Замечания к теореме
1) Теорема аналогична свойствам степенных рядов, сходящихся в круге и равномерно сходящихся внутри этого круга, где сумма ряда является аналитической функцией.
2) Свойство аналитичности изображения имеет важное значение в теории и практике применения преобразования Лапласа, так как позволяет использовать в пространстве изображений методы теории аналитических функций, в частности разложения функций в ряды и теорию вычетов.
3) Совокупность всех изображений называется пространством изображений.
4) Переход, определяющий изображение по оригиналу, называется преобразованием Лапласа. 

5) Оригинал по изображению находится с помощью обратного преобразования Лапласа по формуле обращения:



2.3 Теорема единственности. Примеры.  
Теорема: если две непрерывные функции  и  имеют одно и то же L- изображение F(p), то они тождественно равны
Пример 1. 
Найти изображение единичной функцией или функцией Хевисайда называется функция  (рис. 2). 
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Рисунок 2.
Решение. 
По формуле из определения изображения при s=Rep>0  ( находим 

т.е.  или, в символической записи, .
Приведем таблицу часто встречающихся оригиналов и их изображений.
Таблица 1
	№
	Оригинал 
	Изображение F(p)

	1
	2
	3

	1.
	1
	

	2.
	
	


Продолжение таблицы 1
	1
	2
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	3.
	
	

	4.
	
	

	5.
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Продолжение таблицы 1
	1
	2
	3

	19
	
	

	20
	
	

	21
	
	

	22
	
	

	23
	
	



Пример 2. 
Найти изображение функции .
Решение.  
Так как по определению гиперболического синуса

То 
Применим формулу (8) таблицы 1:


Пример 3. 
Найти изображение функции 
Решение. 
Воспользуемся формулой Эйлера

Тогда 

Применим формулу (5) таблицы 1, получаем:
























3. Свойства преобразования Лапласа
3.1  Дифференцирование оригинала.
Если , и  f’(t), f”(t),…, f(n)(t) – оригиналы, то  ,…., . (Здесь под производной f(k)(0) понимается .
Доказательство. Найдем изображение для производной f’(t): 

Проинтегрируем интеграл справа по частям: 

Так как предполагается, что Rep=,то  при стремлении ,т.е.  Поэтому .
Найдем изображение второй производной: . Пользуясь полученным изображением для первой производной, находим ,для    
 В общем случае для n-ой производной: 
В частном случае, если f(0)=0, то ,  т.е. операция дифференцирования оригинала  сводится к умножению изображения  на p. Если же f(0)=f’(0)=….=f(n-1)(0), то
 Пример.
 Найти изображение для оригинала  если 
Решение. 
Найдем изображение каждого слагаемого



Тогда  
3.2 Дифференцирование изображения. 
Если , то 

Доказательство.  По теореме о производной от интеграла по параметру: 

Для , если    непрерывны при 
По определению преобразования Лапласа

Дифференцированию в пространстве изображений соответствует операция умножения оригинала на аргумент с отрицательным знаком в пространстве оригиналов.
Пример 1.
Найти изображения функций 
Решение. 
Известно, что , по свойству дифференцирования изображения.

Можно показать так же, что

Пример 2.
По заданной функции-оригиналу  найти изображение  

Решение.
Преобразуем заданную функцию-оригинал

По таблице оригиналов и изображений находим изображение синуса 

По свойству дифференцирования изображения имеем, что если , то . Таким образом, умножение на   функцию-оригинал сводится к двукратному дифференцированию изображения.

Следовательно, исходная функция-оригинал имеет изображение











Заключение.
В данной работе изучались преобразования Лапласа и свойства дифференцирования оригинала и изображения
В рамках проделанной нами работы были рассмотрены следующие аспекты: классификация преобразований Лапласа, основные понятия, связанные с изображением и оригиналом, теоремы существования и единственности изображения. Также мы рассмотрели свойства дифференцирования оригинала и свойства дифференцирования изображения и привели таблицу часто встречающихся функции-оригиналов и их изображения. Помимо этого, были приведены примеры решения различных примеров на нахождение как оригинала, так и изображения. 
В ходе работы цель и соответствующие ей задачи были достигнуты.
Подводя общую черту, можно сказать, что изучение преобразования Лапласа является сложной и важной областью в математике.
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npeodpasosanuem  Jlannaca, a Teopwo mpeodpasopanmii Jlannaca —
onepayuonnviv ucuucrenuex.

1L YeaoBus cymecTsoanus u3ofpasenus

Tycts (yskuus f(f) swasercs opurumaiom. B kakoii ofnactit
KOMILIEKCHO!i TLIOCKOCTH P CyIIIECTBYeT H30OpaeHie 3TOro opurHHaia?
Vinaue rosops, B Kakoii oonacti miockocr P urerpan Jlannaca (1.1)
cxozutes. OTBET Ha HTOT BONPOC €T ClIAYIONIas TEOPEMa CyLIECTBOBAHMA,

Teopema 1.1. Ecau opueunan f(t) umeem nopsadox pocma sy, mo
usoGpaxcenue smozo opucunara F(p) cywecmeyem o1 ecex p, o
Komopeix Re p=s>s), u AeIAemMcs npu IMOM YCI06UU AHATUMUIECKOL
dynryuei.

B Teopeme  yTBepikmaercs, uTO
nnterpan Jlannaca  cxomutes, u F(p)
seiseTcs  amanuTHueckoll  (ymkimedi B
OGNIACTH, PACIIONOKEHHON B KOMIUIEKCHOIE
mwiockoct P cripasa oT mpamoii s =s,
(puc.1.2). Cxomumocts unterpana Jlannaca,
KAk CIEyeT W3 TEOPEMEI, ONpesieNsercs
BemmuMHOll Rep=s W He 3aBHCHT OT Pue. 1.2.

Imp=71

Jlokaxem cymectsosanue ymkumn F(p). Tyets Rep=s>s,

Ouennm Mojtys HHTerpana Jlanyiaca npu 9TOM YCIOBHH:

jf(l)-e'”'dt sﬂe”” | f ()| e
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