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ВВЕДЕНИЕ 

 

Изучение такого математического объекта, как вектор, традиционно 

входит в школьный курс геометрии. Но зачастую эта тема изучается очень 

поверхностно. В последние годы задания, касающиеся операций над векторами, 

включены в контрольно-измерительные материалы единого государственного 

экзамена и ОГЭ. В силу этого данной теме стало уделяться в школе больше 

внимания.  Однако, векторы – это инструментальная основа в различных 

областях. Они важны в инженерии, математике, физике, программирование, 

компьютерной графике и других науках. Поэтому необходимо грамотно и 

четко стоить изучение материала, чтобы у обучающихся складывалось полное 

представление о взаимосвязи различных областей знания. Таким образом, 

исследование методических особенностей изучения темы «Векторы» не только 

актуально с точки зрения образовательных стандартов, но и имеет 

практическое значение для повышения качества математического образования 

в целом. 

Все выше сказанное обуславливает актуальность данной выпускной 

квалификационной работы. 

Цель исследования:изучение методических особенностей темы 

«Векторы» в курсе геометрии основного общего образования.  

Объект исследования: тема «Векторы» в рамках курса геометрии для 

учащихся основного общего образования.  

Предмет исследования: методические подходы, стратегии и средства 

обучения, используемые для преподавания темы «Векторы», а также их 

влияние на усвоение материала и развитие учебной деятельности учащихся.  

Задачи исследования:  

1) определить место темы в школьной программе на основе анализа 

рабочих программ;  

2) охарактеризовать теоретические основы изучения темы «Векторы»; 

3) провести анализ содержания школьных учебников по рассматриваемой 

теме;  



4 

 

4) проанализировать задания ОГЭ и ЕГЭ по изучаемой теме;  

5) разработать технологические карты уроков;  

6) представить методические материалы для самостоятельных и 

контрольных работ.  

Для достижения цели исследования были использованы методы:  

 анализ открытых источников по проблеме исследования и 

образовательных стандартов;  

 изучение и анализ учебной литературы и школьных программ, 

методических пособий по теме работы;  

 решение задачного материала по теме работы.  

Выпускная квалификационная работа включает в себя: введение, две 

главы, заключение и список использованных источников. 
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ГЛАВА 1 ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ИЗУЧЕНИЯ ТЕМЫ 

«ВЕКТОРЫ В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ ГЕОМЕТРИИ 

 

1.1 Место темы в школьной программе (анализ рабочих программ) 

 

В школьном курсе математики вектору дается определение как отрезку 

прямой, который имеет величину и направление, или как направленному 

отрезку. Векторы и их свойства изучаются в разделе «Векторное исчисление». 

Изучение векторов в школе включает в себя следующие разделы и понятия: 

- определение и обозначение;  

- длина (модуль), нулевой вектор;  

- действия с векторами (сложение по правилу треугольника и по 

правилу параллелограмма, вычитание, скалярное, векторное и смешанное 

умножение, умножение на число);  

- компланарные, коллинеарные и равные вектора;  

- координаты;  

- разложение вектора по базису в двумерной и трѐхмерной системах 

координат.  

Векторы изучаются в федеральной рабочей программе учебного курса 

«Геометрия» в 7–9 классах на базовом [1] и углубленном уровнях[2] (раздел 

«Векторы», Таблица 1), в 10–11 классах на базовом [3] и углубленном уровнях 

[4] (содержательная линия «Векторы и координаты в пространстве», Таблица 

2). 

Таблица 1 – Изучение вектора на базовом и углубленном уровнях в 7-9 

классах (Федеральная рабочая программа учебного курса «геометрия»  

в 7-9 классах) 

 Базовый уровень Углубленный уровень 

Дидактические 

единицы 

Вектор, длина (модуль) вектора, 

сонаправленные векторы, 

противоположно направленные 

векторы, коллинеарность векторов, 

равенство векторов, операции над 

векторами. 

Разложение вектора по двум  

Векторы на плоскости. Сложение 

и вычитание векторов - правила 

треугольника и параллелограмма. 

Умножение вектора на число. 

Координаты вектора. Сложение и 

вычитание  
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Продолжение таблицы 1 – Изучение вектора на базовом и углубленном 

уровнях в 7-9 классах (Федеральная рабочая программа учебного курса 

«геометрия» в 7-9 классах) 

 неколлинеарным векторам. 

Координаты вектора. Скалярное 

произведение векторов, применение 

для нахождения длин и углов. 

 

векторов, умножение вектора на 

число в координатах. Применение 

векторов в физике, центр масс. 

Понятие о базисе (на плоскости). 

Разложения векторов по базису. 

Скалярное произведение векторов, 

геометрический смысл и 

выражение в декартовых 

координатах. Скалярное 

произведение и проецирование. 

Применение скалярного 

произведения векторов для 

нахождения длин и углов. 

Решение геометрических задач с 

помощью скалярного 

произведения. 

Предметные 

результаты 

Пользоваться векторами, понимать 

их геометрический и физический 

смысл, применять их в решении 

геометрических и физических задач. 

Применять скалярное произведение 

векторов для нахождения длин и 

углов. 

 

 

Владеть понятием вектора. Уметь 

складывать и вычитать векторы, 

умножать на число, владеть 

правилами треуг. и 

параллелограмма.  

Владеть практическими 

интерпретациями векторов. 

Владеть сложением и вычитанием 

векторов, умножением вектора на 

число в координатах. 

Иметь представление о базисе (на 

плоскости). Раскладывать векторы 

по базису. Раскладывать векторы 

сил с помощью проецирования и 

тригонометрических 

соотношений. Применять 

полученные знания в простейших 

физических задачах. 

Применять скалярное 

произведение векторов для 

нахождения длин и углов. Решать 

геометрические задачи с помощью 

скалярного произведения.  
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Продолжение таблицы 1 – Изучение вектора на базовом и углубленном 

уровнях в 7-9 классах (Федеральная рабочая программа учебного курса 

«геометрия» в 7-9 классах) 

Количество 

часов 

12 20 

Основное 

содержание 

Определение векторов, сложение и 

вычитание векторов, умножение 

вектора на число. Физический и 

геометрический смысл векторов. 

Разложение вектора по двум 

неколлинеарным векторам. 

Координаты вектора. Скалярное 

произведение векторов, его 

применениедля нахождения длин и 

углов. Решение задач с помощью 

векторов. Применение векторов для 

решения задач физики 

Векторы на плоскости. Сложение 

и вычитание векторов – правила 

треугольника и параллелограмма. 

Умножение вектора на число. 

Координаты вектора. Сложение и 

вычитание векторов, умножение 

вектора на число в координатах. 

Применение векторов в физике, 

центр масс. Понятие о базисе (на 

плоскости). Разложения векторов 

по базису. Скалярное 

произведение векторов, 

геометрический смысл и 

выражение в декартовых 

координатах. Дистрибутивность 

скалярного произведения. 

Скалярное произведение и 

проецирование. Применение 

скалярного произведения векторов 

для нахождения длин и углов. 

Решение геометрических задач с 

помощью скалярного 

произведения 

Основные 

виды 

деятельности 

обучающихся 

Формулировать определения 

тригонометрических функций тупых 

и прямых углов. Выводить теорему 

косинусов и теорему синусов (с 

радиусом описанной окружности). 

Выводить формулы для вычисления 

площадей с использованием теорем 

тригонометрии (формула площади 

треугольника через две стороны и 

угол между ними, формула площади 

четырѐхугольника через его 

диагонали и угол между ними). 

Решать треугольники. Решать 

практические задачи, сводящиеся к 

нахождению различных элементов 

треугольника 

Вводить векторы как 

направленные отрезки, 

исследовать 

геометрический(перемещение) и 

физический (сила)смыслы 

векторов.Знать определения 

суммы и разностивекторов, 

умножения вектора на 

число,исследовать геометрический 

ифизический смысл этих 

операций.Решать геометрические 

задачис использованием 

векторов.Исследовать связь 

векторовс понятиями 

равнодействующей сил 

иравновесия сил, применять 

векторык простейшим задачам 

механики и статики. Раскладывать 

вектор по двум неколлинеарным 

векторам, раскладывать 
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Продолжение таблицы 1 – Изучение вектора на базовом и углубленном 

уровнях в 7-9 классах (Федеральная рабочая программа учебного курса 

«геометрия» в 7-9 классах) 

  векторы сил с помощью 

проецирования и 

тригонометрических 

соотношений. Определять 

скалярное произведение векторов 

геометрически и в координатах, 

доказывать равносильность 

определений и дистрибутивность 

скалярного произведения. 

Вычислять сумму, разность и 

скалярное произведение векторов 

в координатах. Применять 

скалярное произведение для 

нахождения длин и углов. 

Исследовать связь скалярного 

произведения и ортогонального 

проецирования, применять в 

задачах. Решать геометрические 

задачи с помощью скалярного 

произведения. Решать задачи на 

практическое применение 

скалярного приложения в физике 

(вычисление работы в механике) 

 

Таким образом, на базовом уровне содержание материала делает акцент 

на основных понятиях векторов – длина (модуль), сонаправленные и 

противоположно направленные векторы, коллинеарность и равенство, 

операции над векторами и разложение вектора по двум неколлинеарным 

векторам.  

Углубленный уровеньвключает более сложные концепции, такие как 

векторы на плоскости, применение векторов в физике (например, центр масс). 

На углубленном уровне внимание уделяется более детальному рассмотрению 

операций в координатах, включая сложение, вычитание и умножение вектора 

на число в декартовых координатах. При изучении скалярного произведения 

вбазовом курсерассматривается скалярное произведение векторов и его 

применение для нахождения длин и углов.  
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В углубленном курсеакцентируется внимание на геометрическом смысле 

скалярного произведения, его дистрибутивности, а также на проецировании 

векторов. Это позволяет решать более сложные геометрические задачи с 

использованием скалярного произведения. 

Базовый уровеньне включает понятие базиса. Углубленный 

уровеньвводит понятие базиса на плоскости и разложения векторов по базису, 

что позволяет учащимся лучше понимать структуру векторного пространства. 

В базовом уровнеприменение векторов ограничивается основными 

задачами и примерами. В углубленном уровне рассматриваются более сложные 

задачи, включая физические приложения (например, центр масс), что позволяет 

учащимся увидеть практическое использование векторов в различных областях. 

Таким образом, углубленный уровень изучения темы «Векторы» 

предоставляет более полное и глубокое понимание данной темы, включая как 

теоретические аспекты, так и практические применения, что способствует 

развитию аналитического мышления у учащихся. 

В 10–11 классах векторы на базовом и углубленном уровнях изучаются в 

содержательной линии «Векторы и координаты в пространстве» (Таблица 2). 

Таблица 2 – Изучение вектора на базовом и углубленном уровнях  

в 10-11 классах  

 Базовый уровень Углубленный уровень 

Дидактические единицы Вектор на плоскости и в 

пространстве. Сложение и 

вычитание векторов. Умножение 

вектора на число. Разложение 

вектора по трѐм некомпланарным 

векторам. Правило 

параллелепипеда. Решение задач, 

связанных с применением правил 

действий с векторами. 

Прямоугольная система координат 

в пространстве. Координаты 

вектора. Простейшие задачи в 

координатах. Угол между 

векторами. Скалярное 

произведение векторов. 

Вычисление углов между прямыми 

и плоскостями. Координатно- 

Понятия: вектор в 

пространстве, нулевой 

вектор, длина ненулевого 

вектора, векторы 

коллинеарные 

сонаправленные и 

противоположно 

направленные векторы. 

Равенство векторов. 

Действия с векторами: 

сложение и 

вычитаниевекторов, сумма 

нескольких векторов, 

умножение вектора на 

число. Свойствасложения 

векторов. Свойства 

умножения вектора на  
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Продолжение таблицы 2 – Изучение вектора на базовом и углубленном 

уровнях в 10-11 классах  

 векторный метод при решении 

геометрических задач. 

число. Понятие 

компланарные векторы. 

Признак компланарности 

4трѐх векторов. Правило 

параллелепипеда.  

Теорема о разложении 

вектора по трѐм 

некомпланарным 

векторам. Прямоугольная 

система координат в 

пространстве. Координаты 

вектора.  

Связь между 

координатами вектора и 

координатами точек.  

Угол между векторами. 

Скалярное 

произведение векторов. 

 

Предметные результаты Оперировать понятием вектор в 

пространстве; выполнять действия 

сложения векторов, вычитания 

векторов и умножения вектора на 

число, объяснять, какими 

свойствами они обладают; 

применять правило 

параллелепипеда; оперировать 

понятиями: декартовы координаты 

в пространстве, вектор, модуль 

вектора, равенство векторов, 

координаты вектора, угол между 

векторами, скалярное 

произведение векторов, 

коллинеарные и компланарные 

векторы; находить сумму векторов 

и произведение вектора на число, 

угол между векторами, скалярное 

произведение, раскладывать 

вектор по двум неколлинеарным 

векторам; задавать плоскость 

уравнением в декартовой системе 

координат решать простейшие 

геометрические задачи на 

применение векторно-

координатного метода 

 

Свободно оперировать 

понятиями, 

соответствующими 

векторам и координатам в 

пространстве; выполнять 

действия над векторами; 

решать задачи на 

доказательство 

математических  

отношений и нахождение 

геометрических величин, 

применяя известные  

методы при решении 

математических задач 

повышенного и высокого 

уровня сложности; 

решать геометрические 

задачи на вычисление 

углов между прямыми и 

плоскостями, вычисление 

расстояний от точки до 

плоскости, в целом, 

на применение векторно-

координатного метода при 

решении 

Количество часов 10 

 

12 
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Продолжение таблицы 2 – Изучение вектора на базовом и углубленном 

уровнях в 10-11 классах 

Основное содержание Вектор на плоскостии в 

пространстве. Сложениеи 

вычитание векторов. Умножение 

вектора на число. Разложение 

вектора по трѐм некомпланарным 

векторам. Правило  

параллелепипеда. Решение задач, 

связанных с применением правил 

действий с векторами. 

Прямоугольная система координат 

в пространстве. Координаты 

вектора. Простейшие задачи в 

координатах. Угол между 

векторами. Скалярное 

произведение векторов. 

Вычисление углов между 

прямыми и плоскостями. 

Координатно-векторный метод 

при решении геометрических 

задач 

Понятие вектора на 

плоскости и в 

пространстве. Сумма и 

разность векторов, 

правило параллелепипеда, 

умножение вектора на 

число, разложение вектора 

по базису трѐх векторов, 

не лежащих в одной 

плоскости. Скалярное 

произведение, вычисление 

угла между векторами в 

пространстве. Простейшие 

задачи с векторами 

Основные виды деятельн. 

обучающихся 

Актуализировать факты и методы 

планиметрии, релевантные теме, 

проводить аналогии. Оперировать 

понятием вектор в пространстве. 

Формулировать правило 

параллелепипеда при сложении 

векторов. Складывать, вычитать 

векторы, умножать вектор на 

число. Изучать основные свойства 

этих операций. Давать 

определение прямоугольной 

системы координат в 

пространстве. Выразить 

координаты вектора через 

координаты его концов. 

Выводить, использовать формулу 

длины вектора и расстояния 

между точками. Выражать 

скалярное произведение векторов 

через их координаты, вычислять 

угол между двумя векторами, 

двумя прямыми. Находить угол 

между прямой и плоскостью, угол 

между двумя плоскостями 

аналитическими методами. 

Выводить, использовать формулу 

расстояния от точки до плоскости. 

Актуализировать факты и 

методы планиметрии, 

релевантные теме, 

проводить аналогии. 

Оперировать понятиями: 

вектор на плоскости и в 

пространстве; 

компланарные векторы.  

Приводить примеры 

физических векторных 

величин. Осваивать 

правила выполнения 

действий сложения и 

вычитания векторов, 

умножения вектора 

на число. Доказывать 

признак компланарности 

трѐх векторов.  

Доказывать теорему о 

разложении любого 

вектора по трѐм данным 

некомпланарным 

векторам 
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Таким образом, на базовом уровне понятие вектора рассматривается в 

основном на интуитивном уровне, с акцентом на основные операции 

(сложение, вычитание, умножение на число) и их применение. Задачи 

сосредоточены на простых вычислениях и применении правил действий с 

векторами. Углубленный уровень, напротив, включает более сложные и 

детализированные определения. Например, рассматриваются коллинеарные 

векторы, нулевой вектор, а также свойства равенства векторов. Углубленное 

понимание векторов включает их классификацию и взаимосвязи. 

Свойства операций с векторами на базовом уровне содержат операции 

над векторами без глубокого анализа их свойств. Сложение и вычитание 

рассматриваются как механические операции. На углубленном уровне 

внимание уделяется свойствам операций с векторами, таким как 

коммутативность и ассоциативность сложения, а также дистрибутивность 

умножения на число. Это создает более полное представление о 

математических основах работы с векторами. 

Понятие компланарности векторов на базовом уровне не 

рассматривается, что ограничивает понимание пространственных отношений 

между векторами. 

Углубленный уровень включает изучение компланарных и 

некомпланарных векторов, а также признаки компланарности для трех 

векторов. Это позволяет решать более сложные задачи, связанные с 

пространственными фигурами. 

На базовом уровне рассматривается разложение вектора по трем 

некомпланарным векторам как правило параллелепипеда. На углубленном 

уровне изучается углубленное изучение теоремы о разложении вектора по 

некомпланарным векторам, что требует более глубокого понимания линейной 

зависимости и независимости. 

Изучение координат на базовом уровне сосредоточено на простых 

задачах и прямоугольной системе координат. Применение координатного 

метода ограничено. 

Углубленный уровень включает более сложные связи между 
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координатами векторов и координатами точек, а также углы между векторами и 

их вычисление с использованием скалярного произведения. Это позволяет 

применять координатно-векторный метод для решения более сложных 

геометрических задач. 

На базовом уровне задачи имеют практическую направленность, но 

ограничиваются простыми примерами. На углубленном уровне решение задач 

требует более глубокого анализа и применения теоретических знаний, что 

развивает критическое мышление и навыки решения проблем. 

Таким образом, углубленный уровень обучения предоставляет учащимся 

более комплексное понимание векторов и их свойств, а также развивает навыки 

анализа и применения этих знаний в различных контекстах. 

В школьной геометрии понятие вектора вводится как направленный 

отрезок. Определение вектора, как направленного отрезка четко 

прослеживается в учебниках Л.С. Атанасяна и А.В. Погорелова. В 9 классе 

ученики знакомятся с векторами, изучают их сложение и вычитание, а также 

применение в задачах. В одном источнике его описывают абстрактно [15], а в 

другом –как обобщение физических величин, имеющих размер и направление. 

Хотя второй подход более практичен, он не совсем точен, так как вектор и 

векторная величина не одно и то же. Вектор – это лишь графическое 

представление векторной величины, которая отражает реальные свойства 

объектов и может быть измерена.  

В физике векторные величины, такие как сила, вводятся уже в 7 классе.  

При этом подчеркивается, что «сила – физическая величина, значит, ее можно 

измерить» и вводится обозначение F .  Также важно отметить, что 

геометрические векторы можно переносить в любое место, тогда как 

физические векторы имеют фиксированное направление и место приложения, 

что влияет на их действия. 

В 9 классе внимание уделяется координатам векторов, их операции в 

системе координат и уравнениям прямой и окружности.  

В 10 классе возвращаются к векторам в пространстве, включая понятие 

компланарных векторов.  
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В 11 классе изучают метод координат в пространстве и скалярное 

произведение векторов. Знания о векторах важны для решения геометрических 

и физических задач и служат основой для понимания векторов в пространстве. 

 

1.2 Теоретические основы изучения темы «Векторы» 

 

Векторы – геометрические объекты, которые имеют как величину, так и 

направление. У векторов есть начальная точка в том месте, где они начинаются, 

и конечная точка, которая указывает конечное положение точки. К векторам 

можно применять различные операции, такие как сложение, вычитание и 

умножение.  

Стандартная форма представления вектора a = x𝑖  + y𝑗  + z𝑘  . Здесь 

x, y, z - действительные числа а 𝑖 , 𝑗 , 𝑘   - единичные векторы осей x, y и z 

соответственно. 

Направление вектора определяется указанием его начала и конца. На 

чертеже вектор изображается стрелкой а   или чертой а, также допускается 

жирное обозначение а, или обозначение начала и конца: а   = 𝐴𝐵      . Если начало и 

конец вектора совпадают, то он называется нулевым и обозначается 0   = AA      . 

Длиной AB         называется длина соответствующего отрезка. Длина нулевого 

вектора определяется равной 0. 

Ненулевые векторы называются коллинеарными, если лежат на одной 

либо параллельных прямых. Соответственно, они могут иметь либо одинаковые 

(сонаправленные), либо противоположные направления (противоположно 

направленные).  

𝐴𝐵       и 𝐶𝐷      , лежащие на одной прямой, сонаправлены (𝐴𝐵      || 𝐶𝐷      ). В 

противном случае векторы противоположно направлены (рисунок 1). 
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Рисунок 1 – Сонаправленные и противоположно направленные векторы 

 

Векторы, лежащие на параллельных прямых, сонаправлены, если они 

лежат в одной полуплоскости относительно прямойи противоположно 

направлены, если они лежат в разных полуплоскостях (рисунок 2). 

 

Рисунок 2 – Сонаправленные и противоположно направленные векторы 

 

Векторы а    и b   называются равными, если они сонаправлены и имеют 

равные длины. В этом случае существует параллельный перенос, переводящий 

вектор а   в вектор 𝑏  . Вектор, противоположный а  , обозначается −а      . Так, 𝐵𝐴       

противоположен 𝐴𝐵      . 

Суммой а    и 𝑏   называется вектор 𝑐 , определенный следующим образом. 

Возьмем произвольную точку А и отложим от нее вектор а  , получим вектор 

𝐴𝐵        = а  . От точки В отложим вектор 𝑏  , получим точку С. Вектор 𝑐  = 𝐴𝐶       

(рисунок 3) называется суммой а   и 𝑏  . 
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Рисунок 3 – Сумма векторов 

 

Таким образом, для любых трех точек плоскости имеет место равенство 

𝐴𝐵       + 𝐵𝐶        = 𝐴𝐶        (правило треугольника). 

Если векторы а   и 𝑏   отложить от одной точки О: 𝑂𝐴       = а  , 𝑂𝐵       = 𝑏     , то 

суммой а   и 𝑏   будет являться вектор с  = 𝑂𝐶       – диагональ параллелограмма, 

построенного на векторах 𝑂𝐴       и 𝑂𝐵       (рисунок 4), так как очевидно, 𝐴𝐶       = 𝑂𝐵       

(правило параллелограмма). 

 

Рисунок 4 – Правило параллелограмма 

 

Сумма векторов обладает следующими свойствами: 

- ассоциативность: (а   + 𝑏   ) + с    = а   + (𝑏   + с    ); 

- наличие нулевого вектора, такого, что для любого а  : а  + 0 = а  ; 

- для любого а   существует -а  , что а   + (-а  ) = 0; 

- коммутативность сложения а   + 𝑏   = 𝑏   + а  . 

Разностью двух векторов а   и 𝑏   называют вектор 𝑥  = а   - 𝑏   такой, что 

𝑥  + 𝑏    = а  . 

Скаляр – это вещественное число, не имеющее направления. Когда скаляр 

умножается на вектор, мы умножаем скаляр на каждую составляющую вектора. 
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Операция умножения вектора на скаляр называется скалярным 

умножением.  

Если r отрицательно, то направление результирующего вектора меняется 

на 180 градусов. 

Умножение векторов на любую скалярную величину определяется как 

«масштабирование». Масштабирование в векторах изменяет только величину и 

не влияет на направление.  

Некоторые свойства скалярного умножения векторов: 

- Коммутативность. Скалярное произведение не зависит от порядка 

векторов, поэтому их можно менять местами. 

- Дистрибутивность. Скалярное произведение вектора на сумму двух 

векторов равно сумме скалярных произведений первого вектора и каждого из 

двух векторов. 

- Сочетательный закон. Позволяет группировать векторы при 

вычислении: можно сначала вычислить скалярное произведение двух векторов, 

а затем умножить результат на третий вектор. 

- Скалярное произведение вектора самого на себя равно квадрату его 

длины. Этот результат часто используется для вычисления длины вектора. 

- Скалярное произведение двух векторов равно нулю, если хотя бы один 

из векторов является нулевым или если векторы перпендикулярны друг другу. 

 

1.3 Содержание школьных учебников по рассматриваемой теме 

 

Утвержденный федеральный перечень учебников математики позволяет 

выделить ряд учебников, соотносимых с тематикой изучения квадратичной 

функции, предлагаемые разными авторами, в разных классах. Рассмотрим 

некоторые из них.I. Л. С. Атанасян, В. Ф. Бутузов, С. Б. Кадомцев. Геометрия. 

7-9-классы [6]. 
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Таблица 3 – Тематическое планирование по теме «Векторы» в 

представлении Л. С. Атанасяна, В. Ф. Бутузова, С. Б. Кадомцева [6] 

Тема Номер 

урока 

Номера 

заданий 

9 класс 

Глава 9. § 1. Понятие вектора 76-78 738-752 

Глава 9. § 2.  Сложение и вычитание векторов 79-82 753-774 

Глава 9. § 3. Умножение вектора на число. 

Применение векторов 

83-85 775-810, 

903-910 

Глава 10. § 1. Координаты вектора 86- 87 911-928 

Глава 10. § 2. Простейшие задачи в координатах 88-89 929-958 

Глава 11. § 3. Скалярное произведение вектора 101-104  

 

Логика изучения векторовследующая (Рисунок 5): 

 

Рисунок 5 – Логика изучения векторов в учебнике Л.С. Атанасяна и др [1] 

 

Всего на изучение темы «Векторы» отводится 16 часов.  

Изучение векторов начинается с физической аналогией с вектором силы. 

Далее вводятся определения вектора, длины вектора, обозначения вектора.  

Равенство векторов также определяется на примере движения тела, при 

котором все точки движутся прямолинейно и равномерно.  

Рассматривается понятие коллинеарность, сонаправленность, 

противоположная направленность. Вводятся соответствующие обозначения и 

иллюстрации (Рисунок 6).  
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Рисунок 6 – Понятия сонаправленности, противоположной 

направленности 

 

Далее рассматривается условие равенства векторов и откладывание 

векторов от одной точки.  

Сумма векторов рассматривается в виде правила треугольника 

(Рисунок 7).  

 

 

Рисунок 7 – Иллюстрация правила треугольника 

 

Следующий шаг – доказательство переместительного и сочетательного 

законов. На основе доказательства выводится правило параллелограмма 

сложения векторов (Рисунок 8).  

 

Рисунок 8– Иллюстрация правила параллелограмма 
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Сумма нескольких векторов рассматривается аналогично (Рисунок 9).  

 

𝑝  = 𝑎 1 + 𝑎 2+ 𝑎 3+ 𝑎 4+ 𝑎 5+ 𝑎 6 

Рисунок 9 – Иллюстрация сложения нескольких векторов 

 

Вычитание векторов рассматривается с противоположным вектором, с 

иллюстрацией правила треугольника (Рисунок 10).  

 

Рисунок 10 – Иллюстрация вычитания векторов 

 

При изучении умножения вектора на число рассматриваются первый и 

второй распределительный законы, сочетательный закон. 

Задачный материал отрабатывается с использованием средней линии 

треугольника и трапеции, также используются задачи на построение. 

При рассмотрении координат вектора сначала доказывается лемма о 

неколлинеарных векторах, а затем – теорема о разложении вектора по двум 

неколлинеарным векторам. Далее с учетом этого факта рассматривается 
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разложение вектора по единичным координатным векторам. 

Скалярное произведение векторов предваряет угол между векторами. 

Скалярное произведение дается на основе аналогии с определением работы 

силы, а уже затем – координатно-формульным способом.  

2) И.Ф. Шарыгин. Геометрия, 9 класс[18].  

 

Таблица 4 – Тематическое планирование по теме «Векторы» в 

представлении И.Ф. Шарыгин [18] 

Тема Номер 

урока 

Номера 

заданий 

9 класс 

§ 12. 1. Декартовы координаты на плоскости 12 1394-1398 

§ 12.2.Уравнениелинии 13 1399-1407 

§ 12.3. Векторы на плоскости 14 1408-1420 

§ 12.4. Скалярное произведение векторов  15 1421-1431 

§ 12.5. Координатный и векторный методы 16 1432-1450 

 

Логика изучения векторов в учебнике следующая (Рисунок 11): 

 

Рисунок 11– Логика изучения векторов в учебнике И.Ф. Шарыгина [18] 

 

Всего на изучение векторов отводится 8 часов.  

Изучение векторов начинается с рассмотрения точек плоскости как 

множества координат прямоугольной декартовой системы координат. Далее 

рассматривается общее уравнение прямой исходя из координатного подхода. 

Вектор определяется как направленный отрезок.  

Рассматривается равенство двух векторов, понятие длины вектора и 

нулевого вектора.  
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Сложение векторов определяется исходя из правила треугольника. 

 

Рисунок 12 – Иллюстрация к сложению векторов 

 

Неравенство треугольника в векторной форме определяется исходя из 

правила треугольника.  

 

 

Рисунок13– Иллюстрация к координатам векторов 

 

На основании формулы определения координат вектора через 

координаты его начальной и конечной точек подчеркивается факт того, что в 

какой бы точке плоскости ни находилось начало вектора, его координаты будут 

одними и теми же. 

Доказывается единственность разложения вектора по двум 

неколлинеарным векторам.  

 

 

𝐴𝐵      + 𝐵𝐶       =𝐴𝐶       
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𝐴𝐶       = 𝑥𝑎            𝐶𝐷       = 𝑦𝑏      

Рисунок 14– Иллюстрация к единственности разложения 

 

Скалярное произведение векторов определяется как произведение 

модулей на косинус угла между ними.  

Доказывается распределительное свойство скалярного произведения, а 

также метод определения его значения через сумму произведений координат 

векторов.  

В рамках координатного и векторного методов рассматривается решение 

задач, вводится окружность Аполлония.  

Рассматриваются типичные решения задач на коллинеарность, свойства 

скалярного произведения. Доказывается теорема косинусов и теорема о 

высотах треугольника.  

3) А.В. Погорелов. Геометрия, 7-9 класс[15]. 

Таблица 5 – Тематическое планирование по теме «Векторы» в 

представлении А.В. Погорелова [15] 

Тема Номер 

урока 

Номера 

заданий 

9 класс § 10. Векторы 

Абсолютная величина и направление вектора 91 1 

Равенство векторов 92 2-3 

Координаты векторов 93 4-7 

Сложение векторов 94 8-14 

Сложение сил 95 15-16 

Умножение вектора на число 96 17-23 

Разложение вектора по двум неколлинеарным векторам 97 24-27 

Скалярное произведение вектора 98 28-44 

Разложение вектора по координатным осям 99 45-50 

 

Логика изучения квадратичной функции в учебнике следующая: 
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Рисунок 15– Логика изучения векторов в учебнике А.В. Погорелова [15] 

 

Понятие вектора и его координат вводится аксиоматически. Правила 

треугольника и параллелограмма вводятся независимо друг от друга. 

Умножение вектора на число также вводится аксиоматически.  

Теорема о разложении вектора по двум неколлинеарным векторам 

доказывается от противного. 

Скалярное произведение векторов определяется как сумма произведений 

их координат. Исходя из этого доказывается факт равенства скалярного 

произведения произведению модулей векторов на косинус угла между ними.  

Разложение вектора по координатным осям сразу строится с 

использованием единичных ортов.  

Задачный материал сведен к минимуму. 

4) М. А. Волчкевич. Геометрия, 9 класс[5]. 

Таблица 6 – Тематическое планирование по теме «Векторы» в 

представлении М. А. Волчкевича [5] 

Тема Номер 

урока 

Номера 

заданий 

9 класс Глава 3 Векторы и координаты 

§ 7. Векторы 27-29 1-42 

§ 8. Базис векторов. Скалярное произведение 30-32 1-30/1-32 

§ 9. Метод координат 33-35 1-37/1-20 

§ 10. Длина окружности и площадь круга 36-39 8-14 

 

Автор определяет понятие вектора или направленного отрезка как 

отрезок, у которого указан порядок его концов: один из них считается началом 

вектора, а другой – концом. Например, вектор 𝐴𝐵       имеет своѐ начало в точке A 

Абсолютная 
величина, 

длина 
вектора

Равенство и 
координаты 

векторов

Сложение 
векторов и  

сил

Умножение 
вектора на 

число. 
Разложение по 
неколлинеарны

м векторам

Скалярное 
произведение 

в 
координатах 

и абсолютных 
величинах. 

Определение 
косинуса угла



25 

 

и конец в точке B. Часто вектор обозначают одной маленькой буквой, но 

обязательно ставят над ней стрелку. 

 Понятие вектора вводится на основании жизненных (забивание гвоздя) и 

физических (сила) примеров. 

Сонаправленность и противоположная направленность определяется при 

помощи нахождения по одну или по разные сторона от прямой, соединяющей 

начала векторов. 

Логика изучения векторов в учебнике следующая (Рисунок 16): 

 

 

Рисунок 16– Логика изучения векторов в учебнике М. А. Волчкевича 
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Рисунок 17– Иллюстрация к определению сонаправленности и 

противоположной направленности 

 

Правило треугольника при сложении векторов дается аксиоматически. 

 

Рисунок 18– Аксиоматическое определение правила треугольника 

 

Правило параллелограмма сложения векторов доказывается на основании 

введенного правила треугольника. 

Переместительный и сочетательный законы даются также 

аксиоматически.  

 

Рисунок 19– Аксиоматика законов сложения векторов 

 

Разность двух векторов и фак их противоположной направленности 

определяются и иллюстрируются. 
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Доказывается также правило замкнутой цепочки: если сумма нескольких 

векторов равна нулю, то из них можно составить замкнутую цепочку. 

 

Рисунок 20 – Иллюстрация правила замкнутой цепочки 

 

При определении произведения вектора на число проводится аналогия со 

свойствами умножения чисел. При этом произведением вектора а   на 

действительное число k ≠ 0 называют такой вектор 𝑏  , длина которого равна 

k|a|, причем 𝑎  и 𝑏   одинаково направлены при k > 0; противоположно 

направлены при k < 0. 

 

Рисунок 21 – Иллюстрация произведения вектора на число 

 

В учебнике геометрии для 9 класса М. А. Волчкевича, свойства 

умножения вектора на число доказываются. Демонстрируются 

переместительный закон, сочетательный закон, несколько правил раскрытия 

скобок и умножение на ноль (Рисунок 22).  
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Рисунок 22– Иллюстрация умножения вектора на число 

 

Векторным способом доказывается факт равенства медианы треугольника 

половине суммы векторов его сторон, выходящих.  

Векторным способом доказывается факт равенства вектора, идущего из 

середины отрезка AB в середину отрезка A1B1, половине суммы векторов 𝐴𝐴1
         и 

𝐵𝐵1
        , соединяющих концы этих отрезков. 

Примеры решения задач содержат задачи на соотношение векторов. 

Интересная «находка» авторов учебника – рубрика «Для тех, кто хочет 

знать больше».  

Так, § 7. Векторы содержит информацию о центре масс.  

 

Рисунок 23– Иллюстрация к определению центра масс рубрики: Для тех, кто 

хочет знать больше 

 

Доказательство теоремы о центре масс и его единственности (Для любой 

системы точек существует единственный центр масс).  
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Иллюстрирует, почему существует центр масс для любых точек  

A1, A 2, ..., An. 

Логически обосновывается нахождение центра масс треугольника на 

пересечении его медиан и центра масс четырѐхугольника на пересечении его 

средних линий.  

 

Рисунок 24– Обоснование центров масс треугольника и четырехугольника 

 

Блок «Скалярное произведение» начинается с изучения системы 

координат. Даются интересные исторические аспекты римских актусов и 

центурий, шахматных нотаций, аналитического декартова метода.  

Дается подробнейшее объяснение того, почему каждая система координат 

связана с векторами. 

Вводится понятие коллинеарности и доказывается лемма о коллинеарных 

векторах. Как и у других авторов, доказывается лемма о единственности 

разложения вектора по двум другим неколлинеарным векторам.  

В системе координат Декарта определены базисные (координатные) 

векторы, доказывается формула длины вектора как сумма квадратов его 

координат.  

Теорема: Квадрат длины вектора в системе Декарта равен сумме 

квадратов его координат.   𝑎  𝑥; 𝑦  2 = 𝑥2 + 𝑦2 



30 

 

 

Рисунок 25– Иллюстрация к доказательству определения длины вектора 

 

Аналогичным образом доказываются операции над координатами 

векторов, пропорциональность координат коллинеарных векторов. 

𝑎  𝑥1; 𝑦1  

𝑏   𝑥2; 𝑦2  

𝑎 + 𝑏   𝑥1 − 𝑥2; 𝑦1 + 𝑦2  

𝑎 − 𝑏   𝑥1 − 𝑥2; 𝑦1 − 𝑦2  

𝑘𝑎  𝑘𝑥1;  𝑘𝑦1  

При рассмотрении координат точек на плоскости вводится понятие 

радиус-вектора, идущего из начала координат в данную точку плоскости. 

Строится доказательство теорем о а) равенстве координат вектора в 

данной системе разностям координат его конца и начала; б) равенстве квадрата 

расстояния между точками на плоскости Декарта сумме квадратов разностей 

координат его концов. 

Также доказываются: а) равенство координат середины отрезка среднему 

арифметическому координат его концов; б) равенство координат центра масс 

треугольника среднему арифметическому координат всех его вершин. 

Скалярное умножение вводится через иллюстрацию работы силы и 

определяется стандартным образом как произведение модулей длин векторов 

на косинус угла между ними. 
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Рисунок 26– Иллюстрация определения скалярного произведения 

 

Доказывается выражение скалярного произведения черех координаты 

векторов, свойства скалярного умножения.  

 

Рисунок 27– Свойства скалярного умножения 

 

С помощью свойств скалярного умножения доказывается формула: 

cos (α – β) = cos α · cos β + sin α · sin β. 

Примеры решения задач содержат определение косинуса угла в 

декартовой системе координат между векторами с заданными координатами, 

скаларное произведеине векторных отрезков в параллелограмме с заданными 

свойствами, определине косинуса угла между сторонами равнобедренного 

треугольника по свойствам их боковых медиан и т.д.  

Метод координат содержит базовые основы уравнений кривых, прямой в 

разных видах (общее, в отрезках, при помощи вектора-нормали, а также разных  

видах свойств параллельных и перпендикулярных прямых).  

Примеры решения задач охватывают комбинирование аналитических и 

геометрических методов.  

Задачный материал представлен задачами трех категорий. 
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– задачи первой категории разбираются в качестве иллюстрированных 

примеров с решениями; 

– задачи второй категории относятся к блокам параграфа; 

– задачи третьей категории относятся к параграфу в целом для 

самостоятельного прорешивания и закрепления изученного материала.  

Логика изложения, содержание материала и примеры задачного 

материала доказывают несомненное превосходство учебника М. А. Волчкевича 

под ред. И. В. Ященко и соответствуют в целом фундаментальной концепции 

аналитической геометрии на плоскости в ее логических основаниях и способах 

доказательств.  

Нетривиальные задачи, рубрика «Для тех, кто хочет знать больше», 

вводные сведения с опорой на физические явления расширяют сферу 

применения векторов применительно к вопросам физики и существенным 

образом расширяют возможности учащихся. 

Таким образом, среди рассмотренных нами подходов к изучению вектора 

наиболее адекватный и логически выстроенный подход – у М. А. Волчкевича. 

Все остальные авторы имеют формализованный подход и менее обширный 

задачный и фактический материал.  

 

1.4 Анализ заданий ЕГЭ 

 

В 2024 году в программе экзамена по математике профильного уровня 

всего одно изменение – в первой части добавили задачу № 2 на векторы. Новые 

задания можно условно разделить на две группы: сложение и координаты 

вектора. Разберем данную группу заданий в ЕГЭ по профильной математике.  

Рассмотрим типичные задания ЕГЭ профильного уровня (задание № 2). 

Пример 1. В прямоугольной трапеции ABCD с основанием AD и прямым 

углом А известно, что АВ = 8 и ∠D=30∘. Найдите длину вектора 𝐶𝐷      .  

Решение: 

https://interneturok.ru/blog/podgotovka_k_oge_i_ege/ege_po_matematike_novoe_zadanie_v_profilnom_ekzamene_2024_goda


33 

 

 

Рисунок 28– Иллюстрация к Примеру 1 

 

Опустим высоту СН. Тогда: CH=AB=8. По определению синуса из 

треугольника CHD: 

sin30=CH/CD⇔1/2=8/CD⇔|𝐶𝐷      |=16. 

Ответ: 16. 

 

Пример 2. По данным на рисунке найдите ∣𝐾𝑃      −𝐾𝑇      +𝑃𝑆     ∣,  если  SP=4 2.  

 

Рисунок29– Иллюстрация к Примеру 2 

 

Решение: 

∣𝐾𝑃      −𝐾𝑇      +𝑃𝑆     ∣ = ∣𝐾𝑃       +𝑃𝑆     −𝐾𝑇      ∣ = ∣𝐾𝑆      −𝐾𝑇       =∣𝑇𝑆     ∣ 

Прямоугольный PSK равнобедренный (PS=KS), поэтому ∠SPK=45. По 

определению синуса из PST: 

sin45=TS/SP ⇔2/ 2=TS/4 2⇔𝑇𝑆     =4. 

Следовательно, ∣𝐾𝑃      −𝐾𝑇      +𝑃𝑆     ∣= ∣𝑇𝑆     ∣=4. 

Ответ: 4. 
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Пример 3. По данным на рисунке найдите ∣𝑀𝑁        −𝐹𝐸      +𝑁𝐸       −𝑁𝑂       ∣, если 

MN = 5 и NE = 12.  

 

Рисунок 30– Иллюстрация к Примеру 3 

 

Решение: 

∣𝑀𝑁        −𝐹𝐸      +𝑁𝐸       −𝑁𝑂       ∣= ∣𝑀𝑁        +𝑁𝐸       +𝐸𝐹      −𝑁𝑂       ∣= ∣𝑀𝐸       +𝐸𝐹      −𝑁𝑂       ∣= ∣𝑀𝐹       -𝑁𝑂       ∣.  

Воспользуемся тем, что MF=NE.  Тогда ∣𝑀𝐹       -𝑁𝑂       ∣ = ∣𝑁𝐸       -𝑁𝑂       ∣ = ∣𝑂𝐸      ∣.  

По теореме Пифагора из MNE: 

ME
2
=MN

2
+NE

 ⇔ME= 52 + 122=13. 

Тогда OE=ME/2=13/2=6,5.   

Следовательно, ∣𝑀𝑁        −𝐹𝐸      +𝑁𝐸       −𝑁𝑂       ∣=∣𝑂𝐸      ∣= 6,5. 

Ответ: 6,5. 

 

Пример 4. Найдите значение х, при котором векторы (4;  5         ) и (х; – 6            
) 

перпендикулярны. 

Решение: 

Если векторы перпендикулярны, то их скалярное произведение равно 0. 

Соответственно 4 х - 56 = 0, откуда х = 15/2 = 7,5. 

Ответ: 7,5. 

 

Пример 5. На координатной плоскости изображены векторы а   и 𝑏  . 

Найдите скалярное произведение векторов 𝑎  и 2𝑏     . 
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Рисунок 31– Иллюстрация к Примеру 5 

 

Решение: 

Выпишем координаты каждого вектора.  

а   (-6 – (-2); -4 – 5) = (-4;-9); 

𝑏   (1 – 6;-2 – 2) = (-5;-4). 

2𝑏    = 2 (-5;-4) = (-10;-8). 

Так как скалярное произведение векторов равно сумме произведений их 

координат, получим а    2𝑏  = -4(-10) + (-9)(-8) = 40 + 72 = 112. 

Ответ: 112. 

 

Пример 6. Даны векторы а   (2; 3) и 𝑏   (−3; у). Найдите у, если  𝑏   = 1,5 а    

Если таких значений несколько, в ответ запишите меньшее из них. 

Решение: 

По условию задачи имеем для 1,5 а    

 2,25 2 2 + 2,25 ∙ 32=1,5 13 

По условию задачи имеем  𝑏   =  9 + у2 

Так как левые части равны, то равны и правые: 

1,5 13= (9 + у2) 

2,2513 = 9 + у
2 

у
2
 = 20,25 
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Откуда у1 = -4,5, y2 = 4,5. 

Подбирая ответ в соответствии с условиями задачи, выбираем у1 =-4,5 как 

подходящее значение.  

Ответ: -4,5. 

Таким образом, задания ориентированы на свойства координат векторов 

при умножении вектора на число, сложении/вычитании, знание свойств 

скалярного произведения, знание свойств плоских фигур. 
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ГЛАВА 2 МЕТОДИЧЕСКИЕ ОСОБЕННОСТИ ИЗУЧЕНИЯ ТЕМЫ 

«ВЕКТОРЫ» 

 

2.1 Технологические карты уроков 

 

Рассмотрим технологические карты уроков по темам «Сумма двух 

векторов. Законы сложения векторов. Правило параллелограмма», «Скалярное 

произведение векторов» по учебнику Л.С. Атанасяна в 9 классе. 

I. Урок по теме «Сумма двух векторов. Законы сложения векторов. 

Правило параллелограмма». 

Тип урока: изучение нового материала. 

Цели урока:  

1) Образовательные. Повторить и закрепить основные понятия, связанные 

с векторами, включая их свойства, операции с векторами (сложение), а также 

применение векторов для решения геометрических и физических задач. 

2) Развивающие. Развивать логическое мышление и навыки 

аналитического подхода к решению задач, формируя умение применять 

теоретические знания о векторах в практических ситуациях, а также развивать 

пространственное воображение через визуализацию векторных операций и их 

геометрического представления.  

3) Воспитательные. Формировать такие качества, как настойчивость в 

решении задач, внимание к деталям, умение работать в команде при 

обсуждении и решении практических задач, а также развивать интерес к 

математике и физике как основам научного познания. 

Учебные задачи направлены на достижение личностных результатов 

обучения: развивать познавательные интересы, интеллектуальные и творческие 

способности учащихся; развивать умение слушать; ясно, точно, грамотно 

излагать свои мысли в устной и письменной речи; развивать креативность 

мышления, инициативу, находчивость, активность при решении 

математических задач. 
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Метапредметные результаты: развивать умение ставить цели и выбирать 

алгоритмы для решения учебных задач, формировать навыки применения 

математических знаний в различных ситуациях, требующих разных подходов и 

интуиции. 

Предметные: переводить словесную модель в знаково-символическую 

форму, развивать умение составлять алгоритмы решения задач на оптимизацию 

через опыт и логику. Совершенствовать навыки использования свойств 

квадратичной функции для решения задач.  

Оборудование: компьютер, интерактивная доска, мультимедийный 

проектор, документ камера, лист самоконтроля, раздаточный материал (карты). 

Формы организации учебной деятельности: фронтальная, групповая 

работа. 



 

 

 

3
9
 

Таблица 7– Технологическая карта урока «Сумма двух векторов. Законы сложения векторов. Правило 

параллелограмма». 

Тема Сумма двух векторов. Законы сложения векторов. Правило параллелограмма. 

Тип урока Изучение нового материала. 

Вид урока Изучение нового материала (лекция) с последующим закреплением через решение задач. 

Цели 

Предметные – ввести понятие суммы двух векторов; рассмотреть законы сложения векторов; 

научить строить сумму двух данных векторов, используя правило треугольника и 

параллелограмма. 

Метапредметные – учить самостоятельно определять пути достижения целей в том числе 

альтернативные; выбирать наиболее эффективные способы решения задач. 

Личностные – воспитывать аккуратность, внимание. 

Задачи 

1. На основе повторения и обобщения ранее изученного материала и в ходе знакомства с новым 

выработать навыки правильного построения суммы векторов; 

2. Освоить правила сложения двух векторов: правило треугольника и правило параллелограмма; 

3. Использовать познавательный процесс для воспитания усидчивости и терпения. 

УУД 

Личностные УУД: умение распознавать нравственные аспекты поведения и ориентироваться в 

межличностных отношениях.  

Регулятивные УУД: планирование своей деятельности для решения задач, постановка целей и 

выдвижение гипотез.  

Коммуникативные УУД: способность слушать, вести диалог, выражать мысли, интегрироваться в 

группу и поддерживать здоровое соперничество. 
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Продолжение таблицы 7 – Технологическая карта урока 

 

Познавательные УУД: понимание математики как метода познания, овладение геометрическим 

языком для описания окружающего мира, развитие пространственных представлений и 

применение знаний для решения практических задач. 

Планируемые 

результаты 

Предметные УУД: знать, что такое вектор, уметь находить сумму векторов; применять эти знания 

для решения геометрических задач.  

Личностные УУД: уметь слушать, вести диалог.  

Метапредметные УУД: применять знания о векторах для решения задач. 

Методы и приѐмы 

обучения 

Объяснительно-иллюстративный; 

Наглядный (демонстрация компьютерной презентации). 

Межпредметные связи Актуализировать полученные знания при решении задач 

Ресурсы: 
Геометрия. 7-9 классы : учеб. для общеобразоват. организаций / [Л. С. Атанасян, В. Ф. Бутузов, 

С. Д. Кадомцев и др]. - 5-е изд. - М. : Просвещение, 2015. - 383с. 

 

Таблица 8 – Содержательная часть технологической карты урока по теме «Сложение векторов. Правило 

параллелограмма» 

№ Этап  Деятельность учителя 

 
Деятельность учащихся  Формируемые умения 

1 2 3 4 5 

1. Мотивационно-ориентировочный блок 

1 Организационный 

момент 

Приветствие учащихся;  

Проверка готовности класса к уроку, 

организации рабочих мест;  

Приветствие учителя;  

Проверка готовности к 

уроку;  

Л: осознание необходимости 

получения новых знаний, 
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Продолжение таблицы 8 – Содержательная часть технологической карты урока 

  - Проверьте ваши рабочие места: учебник, 

рабочая тетрадь, ручка, линейка, карандаш. 

Организация внимания:  

- Мы сегодня на уроке  

Будем все чертежники: 

В руки инструмент возьмем 

И попробуем понять как нам векторы слагать… 

Ученики слушают 

учителя. 

мотивация познавательной 

деятельности. 

К: умения слушать, вступать в 

диалог. 

П:развитие мыслительных 

операций 

2 Вводная беседа. 

Актуализация 

знаний  

Сегодня на уроке мы продолжаем изучение 

главы «Векторы».  

Учитель предлагает ученикам вспомнить, какие 

темы изучались ранее в главе «Векторы». 

 

Тема нашего урока – «Сумма двух векторов. 

Законы сложения векторов. Правило 

параллелограмма». 

Учитель предлагает ученикам самостоятельно 

сформулировать цель урока.  

 

Для дальнейшего изучения векторов нам 

необходимо научиться находить сумму двух 

векторов, потому что в практической жизни, где 

мы сталкиваемся с примерами применения 

различных сил (а сила, как известно, величина 

векторная) чтобы узнать результат действия 

силы мы должны предусмотреть воздействие 

всех сил, т.е. найти их сумму. 

 

 

 

 

 

Слушают учителя  

 

Ученики отвечают на 

вопрос учителя: понятие 

вектора, равенство 

векторов, откладывание 

вектора от данной точки. 

Записывают тему урока в 

тетрадь  

 

 

Формулируют цель урока:  

Цель нашего урока – 

выяснить, как построить 

сумму двух векторов. 

 

 

 

 

 

 

К: умение высказывать 

собственные мысли, умение 

слушать и воспринимать 

другого, понимать собеседника. 

П: умение перерабатывать 

информацию, выделять 

существенные признаки  

Р: самостоятельное выделение и 

формулирование целей. 

Л: личностное 

самоопределение, осознание 

необходимости получения 

новых знаний. 
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Продолжение таблицы 8 – Содержательная часть технологической карты урока 

2. Организационно-деятельностный блок 

3 Основной этап 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассмотрим примеро перемещении 

материальной точки из точки О в точку L, а 

затем из точки L в точку М по рисунку. 

Введение понятия суммы двух векторов. 

Правило треугольника для суммы векторов. 

Представим, что точка О – город Тюмень. 

Автобус, по дороге из Твери в Екатеринбург 

делает остановку в г. Каменск-Уральский (точка 

L). А мог бы напрямую поехать в Екатеринбург 

(точка М).  

 

 

 

 

 

 

Работа с учебником. 

Давайте рассмотрим рис.250 в учебнике. 

Учитель у доски: 

Пусть заданы два ненулевых вектора а  и 𝑏  .  
 

 

 

 

 

 

 

Сумма векторов а  и 𝑏  , есть некоторый третий 

вектор с , получаемый следующим образом: из 

конца вектора а откладываем вектор 𝑏  , затем  

Ученики слушают учителя 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ученики открывают 

учебники, рассматривают 

рисунок.  

Слушают учителя.  

 

 

 

 

 

 

 

 

П: умения логически 

рассуждать, делать 

умозаключение, формирование 

интереса к теме. 

Л: готовность к 

самообразованию, осознание 

личной ответственности за 

результат; умение переносить 

предметные знания на другие 

сферы деятельности человека. 

К: умение слушать и вступать в 

диалог, участвовать в 

коллективном обсуждении, 

давать полный ответ, 

доказывать свою точку зрения. 

Р: планирование своей 

деятельности для решения 

поставленной задачи. 
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Продолжение таблицы 8 – Содержательная часть технологической карты урока 

  соединяем начало вектора а  и конец вектора 𝑏  ; 
полученный в результате вектор  с - и есть сумма 

указанных векторов. 

 
Учитель предлагает ученикам самостоятельно 

посмотреть в учебнике правильно сложения двух 

векторов и записать его в тетрадь (правило 

треугольника).  

 

Правило параллелограмма для суммы векторов. 

Если векторы  а  и 𝑏   -неколлинеарные векторы, 

то для нахождения суммы а  + 𝑏   - приводим эти 

векторы к общему началу и на них строим 

параллелограмм.  

 
 

Диагональ параллелограмма, имеющая с 

заданными векторами а  и 𝑏   общее начало, и 

будет суммой этих векторов 

 

Сформулируем определение суммы двух 

векторов и запишем его в тетради: (стр. 200) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ученики работают с 

учебником, записывают 

правило сложения 

векторов, в тетради.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ученики записывают 

определение в тетрадь. 

Пусть а  и 𝑏  – два вектора. 

1. Отметим произвольную 
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Продолжение таблицы 8 – Содержательная часть технологической карты урока 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Физкультминутка 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Учитель объясняет законы сложения векторов, 

учитель у доски. 

1. а  + b   = b  +  а   

2. а  + 0     = а  

3. а   + (-а ) = 0     . 
 

Перед вами алгоритм для проведения 

физкультминутки. Давайте побудем немного 

исполнителями и постараемся точно выполнить 

все команды. 

Дружно с вами мы считали и про числа 

рассуждали, 

А теперь мы дружно встали, свои косточки 

размяли. 

На счет раз- кулак сожмем, на счет два - в локтях 

согнем. 

На счет три — прижмем к плечам, на 4 — к 

небесам 

Хорошо прогнулись, и друг другу улыбнулись 

Про пятерку не забудем — добрыми всегда мы 

будем. 

На счет шесть прошу всех сесть. 

точку А и отложим от этой 

точки вектор АВ       , равный 

вектору а .  
2.Затем от полученной 

точки В - отложим вектор 

ВС      , равный 𝑏  .  

3.Вектор АС       называется 

суммой векторов а  и 𝑏  . 
 

Слушают и записывают 

правила в тетрадь.  

 

 

 

Выполняют 

физкультминутку 
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Продолжение таблицы 8 – Содержательная часть технологической карты урока 

3. Первичное закрепление 

4 Первичное 

закрепление 

1. Начертите попарно неколлинеарные векторы.  

а  , 𝑏   и 𝑐 . Постройте векторы 

1) а  + 𝑏  ,      2) 𝑏   + а  ,      3)а   + 𝑐 ,      4) (а  + 𝑏  ) + 𝑐 ,  

5) а   + (𝑏  +𝑐 ).  
Какие из построенных векторов равны друг 

другу? 

 

2. Решите №759(а) без помощи чертежа. 

Докажите, что  

А) 𝑀𝑁         + 𝑁𝑄        = 𝑀𝑃        + 𝑃𝑄      . 
Доказательство: 

 𝑀𝑁        +  𝑁𝑄       =  𝑀𝑄       

𝑀𝑃       +  𝑃𝑄      =  𝑀𝑄       
 => равенство верное, 

𝑀𝑄       =  𝑀𝑄       . 
 

3. Дан параллелограмм, построенный на 

векторах 𝐴𝐵      =6 см, 𝐵𝐶      =8 см, ∠B=90º. Найти 

сумму векторов 𝐴𝐵      +𝐵𝐶      . 
 

Работа в парах. Каждая пара получает 

раздаточный материал на карточках. 

Постройте сумму данных векторов: 

           
Самостоятельное выполнение задания в 

тетрадях. (проверка усвоения новых знаний). 

Учащиеся выполняют 

работу самостоятельно, 

один ученик у доски.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ученики делятся по парам 

(сосед по парте), 

выполняют задание в 

тетрадях.  

 

 

Ученики самостоятельно 

выполняют задание в 

тетрадях. 
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Продолжение таблицы 8 – Содержательная часть технологической карты урока 

  Найти вектор х  из условий: 

1) 𝐸𝐹       + (𝐹𝑃       + х ) = 𝐸𝑀       ; 

2) 𝐴𝐵       + (𝑀𝐴        + 𝐵𝑁       ) = 𝑀𝐾         + х . 
Решение: 

Используем законы сложения векторов: 

1) 𝐸𝐹       + (𝐹𝑃       + х ) = 𝐸𝑀       ; 𝐸𝑃       + х  = 𝐸𝑀       , тогда 

x = 𝑃𝑀       ; 

2) (𝐴𝐵       + 𝐵𝑁       ) + 𝑀𝐴        = 𝑀𝐾         + х ; 𝐴𝑁        + 𝑀𝐴        = 𝑀𝐾        + х ; 

𝑀𝐴        + 𝐴𝑁        = 𝑀𝐾         +х ; 𝑀𝑁         = 𝑀𝐾         + х  или же 

𝑀𝐾         + х   = 𝑀𝑁        , тогда х   = 𝐾𝑁       . 

  

4. Подведение итого. Рефлексия. 

5 Подведение итого. 

Рефлексия. 

Предлагает учащимся объяснить, как они 
применяли правила сложения векторов, 
изученных на уроке. Как правила помогли им во 
время решения заданий. 
Ключевые вопросы: 
1. Каковы были самые большие трудности при 
применении правил сложения векторов? 
2. Были ли какие-либо ситуации, когда теория 
напрямую не применялась к практической 
задаче? 
3. Какова цель урока, смогли ли мы еѐ 
достигнуть?  
Учитель предлагает ученикам карандашом на 
полях тетради поставить себе оценку в 
зависимости от сложности понимания темы и 
настроения на уроке. 

Ученики отвечают на 

вопросы учителя. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ученики оценивают урок, 

полученные знания и 

записывают оценку в 

тетрадь.  

Л: умение оценивать свои 

достижения, выявлять причины 

неудачи. 

К: умение адекватно оценивать 

результат, сотрудничать со 

сверстниками и учителем. 

П: умение сопоставлять цель и 

результат 

6 Домашнее задание 1. Изучить материал пунктов 82 и 83; ответить 
на вопросы №7-10, с.209 
2.  Решить задачи № 754, 759(б) (без чертежа), 
763(в). 

Слушают учителя, 

записывают домашнее 

задание в дневники.  
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II. Урок по теме «Скалярное произведение векторов». 

Тип урока: изучение нового материала. 

Цели урока:  

1) Образовательные: ввести понятие угла между векторами, ввести 

понятие «скалярное произведение векторов», его свойств и формировать 

умение применять скалярное произведение векторов при решении 

геометрических задач. 

2) Развивающие: развивать способность делать выводы на основе свойств 

функций, строить логические цепочки и проводить обоснования. 

3) Воспитательные: развивать коммуникативные навыки 

посредствомобсуждения и совместного решения задач в группах, формировать 

чувство ответственности за свои результаты и умение анализировать ошибки. 

Учебные задачи направлены на достижение личностных результатов 

обучения: развивать познавательные интересы, интеллектуальные и творческие 

способности учащихся; развивать умение слушать; развивать креативность 

мышления, инициативу, находчивость, активность при решении 

математических задач. 

Метапредметные результаты: развивать умение ставить цели и выбирать 

алгоритмы для решения учебных задач, формировать навыки применения 

математических знаний в различных ситуациях, требующих разных подходов и 

интуиции. 

Предметные: переводить словесную модель в знаково-символическую 

форму, развивать умение составлять алгоритмы решения задач на оптимизацию 

через опыт и логику. Совершенствовать навыки использования свойств 

квадратичной функции для решения задач.  

Оборудование: компьютер, интерактивная доска, мультимедийный 

проектор, лист самоконтроля, раздаточный материал (карты). 

Формы организации учебной деятельности: фронтальная, групповая 

работа. 
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Таблица 9 – Технологическая карта урока «Скалярное произведение векторов». 

Тема Скалярное произведение векторов 

Цели Образовательные: ввести понятие угла между векторами, ввести понятие «скалярное произведение векторов», 

его свойств и формировать умение применять скалярное произведение векторов при решении геометрических 

задач. 

Развивающие: развивать логическое мышление и аналитические навыки через решение задач, связанных со 

скалярным произведением. Формировать умение визуализировать и интерпретировать результаты, полученные 

при вычислении скалярного произведения.  

Воспитательные: формировать настойчивость и терпение в решении задач, внимание к деталям и умение 

работать в команде. Развивать интерес к математике и физике как основам научного познания. 

Задачи 1. Продолжить формирование и развитие навыков применения векторов при решении задач; 

2. Формировать умение сотрудничать; 

3. Развивать мотивацию изучения геометрии.  

УУД Личностные УУД: умение распознавать нравственные аспекты поведения и ориентироваться в межличностных 

отношениях.  

Регулятивные УУД: планирование своей деятельности для решения задач, постановка целей и выдвижение 

гипотез.  

Коммуникативные УУД: Способность слушать, вести диалог, выражать свои мысли, интегрироваться в группу и 

поддерживать здоровое соперничество (например, обсуждение решений задач в парах или группах).  

Познавательные УУД: Понимание математики как метода познания, овладение геометрическим языком для 

описания окружающего мира. Развитие пространственных представлений и применение знаний о векторах для 

решения практических задач. 

Планируемые 

результаты 

Предметные УУД: знать определение скалярного произведения и его свойства. Уметь находить скалярное 

произведение двух векторов и применять эти знания для решения геометрических задач. 

Личностные УУД: уметь слушать, вести диалог, активно участвовать в обсуждениях. 

Метапредметные УУД: применять знания о скалярном произведении для решения конкретных задач. 

Основные понятия Векторные величины. Скалярное произведение. Геометрическая интерпретация скалярного произведения. Угол 

между векторами. 

Межпредметные 

связи 

Актуализировать полученные знания о векторах при решении задач по физике (например, работа силы). Связь с 

тригонометрией при нахождении угла между векторами через скалярное произведение. 

Ресурсы: Геометрия.7-9 классы: учеб. для общеобразоват. организаций / [Л.С.Атанасян, В.Ф.Бутузов, С.Д.Кадомцев и др].-

5-е изд.-М. : Просвещение, 2015. - 383с.:ил. 
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Таблица 10 – Содержательная часть технологической карты урока по теме 

«Законы сложения векторов. Правило параллелограмма» 

№ Этап  Деятельность учителя 

 
Деятельность учащихся  Формируемые 

умения 

1 2 3 4 5 

1. Мотивационно-ориентировочный блок 

1 Организационны

й момент 

Приветствие учащихся;  

проверка учителем готовности класса 

к уроку;  

организация внимания: начать урок 

хотелось бы словами американского 

физика Юджина Пола Вигнера: 

«Математика – это наука о 

хитроумных операциях, 

производимых по специально 

разработанным правилам над 

специально придуманными 

понятиями».Сегодня как раз мы и 

будем заниматься такими 

хитроумными операциями над 

специально разработанными 

понятиями. А полученные знания нам 

пригодятся в дальнейшем. 

Приветствие учителя  

Проверка готовности к уроку 

 

Слушают учителя  

 

Л: осознание 

необходимости 

получения 

новых знаний, 

мотивация 

познавательной 

деятельности. 

К: умения 

слушать, 

вступать в 

диалог, 

вырабатывать 

совместную 

точку зрения, 

участвовать в 

коллективном 

обсуждении. 

П: развитие 

мыслительных 

операций  
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

2 Вводная беседа. 

Актуализация 

знаний  

Кратко повторяет основные понятия о 

векторах.  

 

Задаѐт вопросы ученикам:  

Что такое вектор? (Отрезок, который 

имеет направление) 

Чем характеризуется отрезок? 

(Направлением и длиной) 

По какой формуле вычисляется длина 

вектора? ( 𝑎  =  𝑥2 + 𝑦2) 

Какие координаты имеет нулевой 

вектор? ( 0; 0 ) 
Могут ли нулевые координаты быть у 

ненулевого вектора? (У ненулевого 

вектора может быть только одна из 

координат нулевая) 

Посмотрите на рисунок и скажите, 

какие векторы коллинеарные 

(𝐶𝐷      , 𝑏  , 𝐹𝐾      , 𝑎 ), какие неколлинеарные 

(𝑁𝑃       ,𝑚   ), какие векторы 

соноправленные (𝐶𝐷       и 𝑎 , 𝐹𝐾       и 𝑏  ), 
какие противоположно направленные 

(𝐶𝐷       и 𝐹𝐾      , 𝐶𝐷       и 𝑏  , 𝐹𝐾       и 𝑎 , 𝑎  и𝑏  )? 

  

Слушают объяснения учителя. 

 

 

 

Отвечают на вопросы 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

К: умение 

высказывать 

собственные 

мысли, умение 

слушать и 

воспринимать 

другого, 

понимать 

собеседника. 

П: умение 

перерабатывать 

информацию, 

выделять 

существенные 

признаки  

Р: 

самостоятельное 

выделение и 

формулировани

е целей. 

Л: личностное 

самоопределени

е, осознание 

необходимости 

получения 

новых знаний. 
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

  Какие действия вы умеете уже 

выполнять над векторами? 

(Сложение, вычитание и умножение 

на число) 

Что получается в результате этих 

операций? (Вектор) 

Какую операцию вы ещѐ не 

рассматривали? (Умножение вектора 

на вектор) 

Сегодня мы и займѐмся 

произведением векторов. 

Тема урока – скалярное произведение 

векторов. 

Отвечают на вопросы учителя, записывают тему 

урока в тетради. 
 

2. Организационно-деятельностный блок 

3 Основной этап 

 

Основная часть (30 минут) 

Прежде чем определить скалярное 

произведение векторов, давайте 

построим угол между векторами. 

Пусть нам даны два ненулевых 

вектора 𝑎  и 𝑏  . Отложим от 

произвольной точки 𝑂 векторы 

𝑂𝐴      = 𝑎  и 𝑂𝐵      = 𝑏  . Если эти векторы 

не являются сонаправлеными, то угол 

между 𝑂𝐴       и 𝑂𝐵       образуют угол ∠𝐴𝑂𝐵, 

градусную меру этого угла обозначим 

через𝛼и будем говорить, что угол 

между векторами 𝑎  и 𝑏   равен 𝛼, 

принято, что 0 ≤ 𝛼 ≤ 180°. 

 

Анализируют определение. Выясняют понятия, 

которые необходимо дополнительно исследовать.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

П: умения 

логически 

рассуждать, 

делать 

умозаключение, 

формирование 

интереса к теме. 

Л: готовность к 

самообразовани

ю, осознание 

личной 

ответственности 

за результат; 

умение 

переносить 

предметные  
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

  

 
Таким образом, углом между любыми 

двумя ненулевыми векторами 𝑎  и 𝑏   
называется угол между равными им 

векторами с общим началом. 

Обратите внимание, что угол 𝛼не 

зависит от выбора точки 𝑂 от которой 

откладываются вектора. 

Если же вектора параллельны или 

один из них равен нулю, то угол 

𝛼 = 0 по определению. 

Угол между векторами𝑎  и 𝑏   

обозначается так: 𝑎 ^𝑏  . 
Рассмотрим примеры: 

Два вектора называются 

перпендикулярными, если угол 

между ними равен 90°. 

 

Скажите, глядя на рисунок, какие 

вектора будут перпендикулярными? 

(𝑏   и 𝑐 , 𝑑  и 𝑏  , 𝑓  и 𝑏  ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рассматривают рисунок, отвечают на вопросы 

учителя. 

 

знания на 

другие сферы 

деятельности 

человека. 

К: умение 

слушать и 

вступать в 

диалог, 

участвовать в 

коллективном 

обсуждении, 

давать полный 

ответ, 

доказывать свою 

точку зрения. 

Р: планирование 

своей 

деятельности 

для решения 

поставленной 

задачи. 
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

  

 
Теперь, зная, как определить угол 

между векторами, мы можем 

определить скалярное произведение 

векторов. 

 

Объяснение формулы скалярного 

произведения. 

 

Организует обсуждение проблемного 

вопроса: 

– Как выполнить умножение двух 

векторов? 

 

Организует анализ определения. 

Отвечает на вопросы учащихся. 

Объясняет учащимся: 

– Скалярное произведение a   ∙ a    
называют скалярным квадратом 

вектора a   и обозначают a  2. 
a  2 =  a   2 −скалярный квадрат 

вектора равен квадрату его модуля. 

Организует анализ теорем. Отвечает 

на вопросы. 

Объясняет следствие теоремы. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Задают вопросы учителю.  

Заполняют таблицу: 

Определение  Ключевые 

слова 

Вопросы 

учителю 

Скалярным 

произведением двух 

векторов называют 

произведение их модулей 

и косинуса угла между 

ними. 

𝑎 ∙ 𝑏  =  𝑎  ∙  𝑏   𝑐𝑜𝑠(𝑎 ∙ 𝑏  )  

Произведе

ние 

модулей 

векторов, 

угол между 

векторами 

 

Делают записи в тетради. 

Задают вопросы. 

 

 



 

 

 

5
4
 

Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

  – Косинус угла между ненулевыми 

векторами 

a   x1;  y1    и  b   x2;  y2 можно 

вычислить по формуле: 

cos(a  , b  ) =
x1x2 + y1y2

 x1
2 + y1

2 ∙  x2
2 + y2

2
 

Учитель вводит формальное 

определение скалярного 

произведения двух векторов. 

Объясняет свойства скалярного 

произведения, такие как 

коммутативность и 

дистрибутивность. Приводит 

примеры применения этих свойств в 

разных ситуациях. Учитель объясняет 

геометрический смысл скалярного 

произведения, показывая, как оно 

связано с углом между двумя 

векторами. Обсуждает, как скалярное 

произведение может использоваться 

для определения, являются ли два 

вектора перпендикулярными или 

параллельными. Учитель 

демонстрирует, как вычислить 

скалярное произведение двух 

векторов, используя формулу. 

Приводит примеры задач, которые 

требуют вычисления скалярного 

произведения, и пошагово решает их 

с классом. Учитель показывает, как 

Слушают объяснение учителя, используя интеллект-

карту:  
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

  скалярное произведение может 

использоваться для решения 

практических задач, таких как 

определение работы, выполненной 

силой, или нахождение проекции 

одного вектора на другой. Приводит 

примеры задач из реальной жизни, 

чтобы продемонстрировать, как 

скалярное произведение может быть 

применено в различных контекстах.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Организует исследование свойств 

скалярного произведения векторов: 

– Для любых векторов a  , b   и с  и 

любого числа k справедливы 

равенства: 

1) a  ∙ b  = b  ∙ a  ; 

2)  ka   ∙ b  = k a  ∙ b   ; 

3)  a  + b   ∙ c = a  ∙ c + b  ∙ c  

Анализируют теоремы. Рассматривают 

доказательство теоремы. Задают вопросы учителю. 

Заполняют таблицу: 

Теоремы  В 

доказательств

е теоремы мне 

непонятно… 

Вопросы 

учителю 

Скалярное произведение 

двух ненулевых 

векторов равно нулю 

тогда и только тогда, 

когда эти векторы 

перпендикулярны 

 Почему

…? 

Скалярное произведение 

векторов 

𝑎  𝑥1;  𝑦1    и  𝑏   𝑥2;  𝑦2  
можно вычислить по 

формуле 

𝑎 ∙ 𝑏  = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 

 Как…? 

 

Делают записи в рабочей тетради. 

Задают вопросы учителю. 

Проводят исследование. 

Ищут дополнительную информацию и проверяют 

достоверность предложенных учителем свойств 

скалярного произведения векторов. 

Обсуждают в группах результаты исследований 
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

   Отвечают на вопросы. Определяют свой уровень 

усвоения знаний. Заполняют таблицу. 

 

Вопросы 

Варианты ответов 

Знаю 

ответ на 

вопрос 

(+) 

Не знаю 

ответ на 

вопрос (+) 

Чему равен угол между 

сонаправленными 

векторами? 

  

Чему равен угол между 

векторами 𝑎   и 𝑏  , если хотя 

бы один из них нулевой? 

  

Как обозначают угол 

между векторами 𝑎   и 𝑏  ? 

  

Какие векторы называют 

перпендикулярными? 

  

Как найти скалярное 

произведение векторов, 

если известны их 

координаты? 

  

Каковы свойства 

скалярного произведения 

векторов? 

  

 

Анализируют ответы на вопросы. Проводят 

дополнительное изучение нового материала. Задают 

вопросы учителю 
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

  Задания. 

1. Найдите скалярное произведение 

векторов a    и b  ,  если: 

1)  a   = 2,  b   = 5, a  , b   = 60°; 

2)  a   = 3,  b   = 2 2, a  , b   = 135°; 

3) a   = 4,  b   = 1, a  , b   = 0°. 
2. Найдите скалярное произведение 

векторов a    и  b  ,  если: 

1) a   2;−1 , b      1;−3 ;  

2) a    −5; 1 , b      2; 7  

Решение. 

1. 

1) 𝑎 ∙ 𝑏  = 2 ∙ 5 ∙ 𝑐𝑜𝑠 60° = 5; 

2)𝑎 ∙ 𝑏  = 3 ∙ 2 2 ∙ cos 135 ° = 3 ∙ 2 2 ∙  −
 2

2
 = −6; 

3) 𝑎 ∙ 𝑏  = 4 ∙ 1 ∙ 1 = 4. 
 

2.  

1) 𝑎 ∙ 𝑏  = 5; 

2) 𝑎 ∙ 𝑏  = −3 

 

 

3. Рефлексивно-оценочный блок 

4 Рефлексия Организует подведение итогов урока 

обучающимися. 

Способствует размышлению 

учащихся над вопросами: 

– Могу ли я сказать, что разобрался в 

теме урока? 

– Понравилось ли мне узнавать что-

то новое? 

– Могу ли я лучше учиться? 

– Нужно ли мне изменить свое 

отношение к урокам геометрии в 

лучшую сторону? 

Подводят итоги своей работы на уроке. 

Проводят самооценку, рефлексию 

Л: умение 

оценивать свои 

достижения, 

выявлять 

причины 

неудачи. 

К: умение 

адекватно 

оценивать 

результат, 

сотрудничать со 

сверстниками и 

учителем. 

П: умение 

сопоставлять 

цель и результат 
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Продолжение таблицы 10 – Содержательная часть технологической карты урока 

4. Объяснение домашнего материала 

5 Домашнее 

задание 

Задает дозированное домашнее 

задание из учебника 

Учащиеся записывают домашнее задание в 

зависимости от уровня освоения темы урока 

 

5. Подведение итогов урока, оценивание знаний 

6 Подведение 

итогов урока, 

оценивание 

знаний 

Организует обсуждение о том, что 

учащиеся узнали на уроке. Задает 

вопросы: «Какое свойство скалярного 

произведения оказалось для вас 

самым полезным?», «Можете ли вы 

привести пример реальной ситуации, 

в которой можно использовать 

скалярное произведение?» 

Отвечают на вопросы Саморегулирова

ние 
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2.2 Методические разработки самостоятельных и контрольных работ 

 

Рассмотрим систему задач для самостоятельных и контрольных работ по 

теме «Векторы» в 9 -11 классах. 

I. Блок заданий для самостоятельных работ 

Самостоятельная работа по теме «Понятие вектора», 9 класс. 

Задача 1. Укажите векторы: 

а) сонаправленные с вектором 𝑚   ; 

б) сонаправленные с вектором 𝑛  ;  

в) противоположно направленные с 𝑚    и 𝑛  .  

 

 

 

 

 

Рисунок 32 – Иллюстрация к задаче 1 

 

Решение:  

а) 𝑚   ↑↑ е  ; 𝑚   ↑↑ р  . 

б) 𝑛  ↑↑ 𝑘  ; 𝑛  ↑↑ 𝑓 . 

в) 𝑚   ↑↓ 𝑐 ; 𝑚   ↑↓ 𝑑 ; 𝑛  ↑↓ 𝑎 ; 𝑛  ↑↓ 𝑏  . 

Задача 2. MNKP – параллелограмм. Укажите векторы:  

а) коллинеарные;б) сонаправленные; в) противоположные;  

г) равные. 

 

 

 

 

Рисунок 33 – Иллюстрация к задаче 2 
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Решение:  

а) с  и 𝑛  ; 𝑐 и𝑚   ; 𝑚   и𝑛  ; 𝑎 и𝑏  . 

б) 𝑐  ↑↑ 𝑚   ; 𝑎 ↑↑ 𝑏  . 

в) 𝑐 ↑↓ 𝑛  ; 𝑛  ↑↓ 𝑚   . 

г) 𝑎 =𝑏  ; 𝑐 =𝑚   . 

Задача 3. От точки А отложите вектор: 

а) равный вектору а  ; 

б) сонаправленный𝑏  ;  

в) противоположно направленный с . 

 

Рисунок 34 – Иллюстрация к задаче 3 

 

Решение:  

а) а  = р  ; 

б) 𝑏  ↑↑ 𝑠  

в)с ↑↓ 𝑔  

 

Рисунок 35 – Решения задачи 3 

 

По итогам самостоятельной работы учитель математики выявит уровень 

знаний учеников 9 класса, полученных после изучения темы «Понятие 

вектора»: 
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- умение учащихся находить и различать векторы;  

- способность учеников точно изображать векторы на чертеже;  

- понимание теории по теме и способность применять еѐ на практике.  

Самостоятельная работа по теме «Сложение и вычитание векторов», 

9 класс.  

Задача 1. Постройте вектор а    + 𝑏   двумя способами 

 

Рисунок 36 – Иллюстрация к задаче 1 

 

Решение:  

Построение суммы векторов методом треугольника:  

 

Рисунок 37 – Построение суммы векторов методом треугольника 

 

Построение суммы векторов методом параллелограмма:  

 

Рисунок 38 – Построение суммы векторов методом параллелограмма 
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Задача 2. Постройте вектор  а    − 𝑏  . 

 

Рисунок 39 – Иллюстрация к задаче 2 

 

Решение: а  − 𝑏   = ОА        – ОВ       = ВА       

 

Рисунок 40 – Решение задачи 2, вектор а    − 𝑏   

 

Задание 3. Постройте вектор а    + 𝑏  + с . 

 

Рисунок 41 – Иллюстрация к задаче 3 

 

Решение:  

Сумма трѐх векторов находится по правилу многоугольника. Первый 

вектор складывается со вторым, затем их сумма – с третьим вектором и так 

далее. 

а   
𝑏   

с  
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Рисунок 42 – Решение задачи 3 

 

Задача 4. А, В, С, D, E – произвольные точки.  

Найдите сумму АВ       + С𝐷       + 𝐸𝐴       + 𝐵𝐶       + 𝐷𝐸      . 

Решение:  

АВ       + С𝐷       + 𝐸𝐴       + 𝐵𝐶       + 𝐷𝐸      = (АВ       + 𝐵𝐶      ) + (С𝐷       + 𝐷𝐸      ) + 𝐸𝐴       = 𝐴𝐶       + 𝐶𝐸       + 𝐸𝐴       = 

= 𝐴𝐸      +𝐸𝐴       = 0 

Задача 5. M, N, E, F, K – произвольные точки.  

Доказать, что 𝑀𝐸        + 𝐾𝑁        + 𝐸𝐾       + 𝑁𝐹       = 𝑀𝑁         + 𝐸𝐹       + 𝑁𝐸        

Доказательство:  

𝑀𝐸        + 𝐾𝑁        + 𝐸𝐾       + 𝑁𝐹       = 𝑀𝑁         + 𝐸𝐹       + 𝑁𝐸       , так как 𝑀𝐸        + 𝐸𝐾       = 𝑀𝐾        , 

𝑀𝑁         + 𝑁𝐸        = 𝑀𝐸,         𝑀𝐾         + 𝐾𝑁        = 𝑀𝑁        ,  𝑀𝐸         + 𝐸𝐹       = 𝑀𝐹,        𝑀𝑁         + 𝑁𝐹       = 𝑀𝐹       , 

𝑀𝐹        = 𝑀𝐹       => 𝑀𝐸        + 𝐾𝑁        + 𝐸𝐾       + 𝑁𝐹       = 𝑀𝑁         + 𝐸𝐹       + 𝑁𝐸       , ч.т.д. 

По итогам самостоятельной работы учитель математики получит 

информацию об уровне знаний учеников 9 класса по теме «Сложение и 

вычитание векторов»:  

- понимание основных операций над векторами (сложение, вычитание);  

- умение применять как геометрические, так и алгебраические методы 

при решении задач;  

- способности учеников представлять сложение и вычитание векторов, 

анализировать результаты. 
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Эти наблюдения помогут учителю определить, насколько ученики 

усвоили материал по теме и какие аспекты требуют дальнейшего внимания.  

Самостоятельная работа по теме «Скалярное умножение векторов», 9 класс.  

Задача 1. Стороны параллелограмма ABCD равны 3 и 6, ∠А = 60
0
. 

Найдите скалярное произведение векторов: а) АВ       и А𝐷           б) 𝐵𝐴       и  𝐵𝐶       

Решение:  

1) Скалярное произведение векторов АВ       и А𝐷       равно произведению их 

длин на косинус угла между ними. Длины сторон параллелограмма даны: 

|AB|=3 и |AD|=6. Угол между векторами АВ       и А𝐷       равен 60°. Таким образом, АВ       

и А𝐷      =  АВ       ⋅ А𝐷       ⋅cos(60°)=3⋅6⋅
1

2
=9. 

2) Скалярное произведение векторов 𝐵𝐴       и 𝐵𝐶      также равно произведению 

их длин на косинус угла между ними. Длина |BA|=|AB|=3, и |BC|=|AD|=6. В 

параллелограмме противоположные углы равны, а смежные в сумме дают 180°. 

Так как угол ∠A = 60°, то угол ∠B = 180° - 60° = 120°.  

Угол между векторами 𝐵𝐴       и 𝐵𝐶       равен 180 - ∠B = 60°. 

Таким образом, 𝐵𝐴       и 𝐵𝐶      =  𝐵𝐴       ⋅ 𝐵𝐶       ⋅cos(60∘)=3⋅6⋅
1

2
=9 

Ответ: 1) 9 и 2) 9 

Задача 2. Найдите скалярное произведение векторов 𝑘   2; 7 и 𝑙  −3; 2 . 

Решение:  

Скалярное произведение двух векторов 𝑘  = (k1, k2) и 𝑙  = (l1,l2)вычисляется 

как 𝑘  ∙ 𝑙  = k1 ∙l1 + k2∙l2. В данном случае, вектор 𝑘   = (2,7) и вектор 𝑙  = (-3,2). 

𝑘  ∙ 𝑙 = 2∙(–3)+7∙ 2 = –6+14 = 8 

Ответ: 8.  

Задача3. Используя данные, указанные на рисунке, найдите:  

а) 𝐵𝐴      ∙ АС             б) ВМ       ∙ АМ        
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Рисунок 43 – Иллюстрация к задаче 3 

 

Решение:  

1) Для нахождения скалярного произведения 𝐵𝐴      ∙ АС       рассмотрим 

треугольник △ABC. Из рисунка видно, что |𝐵𝐴      | = 10 и |𝐴𝐶      | = 8. 

Вектор 𝐵𝐴       направлен из точки B в точку A, а вектор АС       – из точки A в 

точку C. Угол между векторами не прямой, в случае прямоугольного 

треугольника △АМВ, ВМ перпендикулярна АС, и проекция вектора 𝐵𝐴       на 𝐴𝐶       

равна длине АМ. Из рисунка AM=8.  

Так как угол между 𝐵𝐴       и 𝐴𝐶       не прямой, найдем его по теореме 

косинусов, BC
2
 = BA

2 
+ AC

2 
- 2⋅BA⋅AC⋅cos(∠BAC).  

BC
2
 = 100 + 64 - 2⋅10⋅8⋅cos(∠BAC), 

BC
2
 = 164 - 160⋅cos(∠BAC). 

Т.к. треугольник BMC прямоугольный, то BC
2
=BM

2
+MC

2
 = 1+MC

2
. 

AM=8, MC=8-AM.  

Т.к. треугольник ВМС прямоугольный, то BM
2
+MC

2
 = BC

2 
=> 

1+MC
2
=164-160⋅cos(∠BAC). Угол между векторами ∠BAC=∠A. Зная, что 

AM=8=AC. Точка М совпадает с точкой С. В этом случае вектор АС=АМ. Т.к. 

|AC| = 8 и проекция BA на AC равна AM, то скалярное произведение будет 

𝐵𝐴      ∙ АС      =|BA|⋅|AM|= =10⋅8=80. 

2) Скалярное произведение векторов ВМ       ∙ АМ       . Длина вектора ВМ        равна 1, 

а длина вектора АМ        равна 8. Угол между векторами ВМ        и АМ        составляет 180 

градусов, значит cos(180
0
) = −1. ВМ       ∙ АМ         = |BM|⋅|AM|⋅cos(180

0
)=1⋅8⋅(−1)=−8. 

Ответ: 1) 80, 2) –8. 



 

66 

 

Задача 4*. Сторона ромба ABCD равна 8. Найдите косинус угла А, если 

скалярное произведение векторов АВ       и А𝐷       равно 48.  

Решение:  

Скалярное произведение векторов АВ       и А𝐷       равно |АВ      | ∙ |А𝐷      | ∙ cos(∠A).  

|АВ      | = 8 и |А𝐷      | = 8, так как это стороны ромба. АВ      ∙ А𝐷       = 8 ∙ 8 ∙ cos(∠A) = 48.  

64 ∙ cos(∠A) = 48. cos(∠A) = 48: 64 = 
3

4
.  

Ответ:
3

4
.  

Задача 5*. Найдите угол между векторами 𝑣  6;−3 и 𝑢   6; 12 . 

Решение: 

Используем формулу для нахождения угла между векторами: cos (𝜑)= 

=
𝑣  ∙ 𝑢   

 𝑣  𝑢 
. Сначала найдем скалярное произведение 𝑣 ∙  𝑢   = 6 ∙ 6 + (-3) ∙ 12 = 36–36 = 

= 0. Далее найдем длины векторов: |𝑣|       =  62 + (−3)2 =  36 + 9 =  45, |𝑢|       = 

 =  62 + 122 =  36 + 144 =  180. Тогда, cos (𝜑) = 
0

 45∙ 180
 = 0. Следовательно, 

𝜑 = 900
. 

Ответ: 𝜑 = 900
. 

При проведении данной самостоятельно работы, учитель геометрии 

выяснит важные аспекты уровня знаний и навыков учащихся.  

1. Понимание определения:  

- Учитель сможет определить, насколько хорошо ученики понимают, что 

такое скалярное умножение векторов, и в чем заключается его суть. Учащиеся 

должны знать, что скалярное произведение двух векторов даѐт число и 

вычисляется по формуле: 𝐴  · 𝐵   = |𝐴 | ∙ |𝐵  | cos(θ), где θ – угол между векторами.  

2. Умение выполнять вычисления:  

- Важно, чтобы ученики могли корректно выполнять вычисления 

скалярного произведения, проводя необходимые шаги для нахождения длины 

векторов и угла между ними. Учитель сможет оценить, насколько быстро и 

точно ученики 9 класса могут работать с числами.  

3. Применение геометрической интерпретации:  
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- Учитель увидит, могут ли ученики понимать и интерпретировать 

результат скалярного произведения в контексте геометрии. Например, ученики 

должны уметь объяснить, что если скалярное произведение положительное, то 

векторы направлены примерно в одну сторону, если ноль – перпендикулярны, а 

если отрицательное – направлены в разные стороны.  

4. Понимание взаимосвязи между векторами:  

- Работы могут показать, способны ли ученики использовать скалярное 

произведение для определения линейной зависимости или независимости 

векторов, а также для нахождения углов между ними.  

5. Знание свойств и формул:  

- Учитель сможет оценить, знает ли ученик основные свойства 

скалярного произведения (например, распределительное свойство, свойство 

коммутативности и ассоциативности). Умение применять эти свойства при 

решении задач также крайне важно.  

6. Способность к анализу и обобщению:  

- Учитель будет видеть, насколько ученики могут анализировать 

результаты и делать обобщения на основании своих вычислений. Это может 

включать умение формулировать выводы о взаимоотношениях векторов на 

основании результата скалярного произведения.  

Таким образом, проверяя работу, учитель получит комплексное 

представление о том, как учащиеся усвоили теоретический материал, 

применяют его на практике и могут ли объяснить свои результаты и выводы. 

Самостоятельная работа по теме «Координаты вектора», 10 класс. 

Задача 1. Даны точки А (1;6) и В (4;2). Найдите координаты вектора АВ       и 

его модуль.  

Решение:  

Для того, чтобы найти координаты вектора АВ       , необходимо вычесть из 

координат точки В координаты точки А: 𝐴𝐵       = (4 - 1, 2 - 6) = (3, -4). Модуль 

вектора  АВ            вычисляется по формуле:  АВ            =  32 +  −4 2 =  9 + 16 =  25 = 

5. 

Ответ: координаты вектора АВ       = (3; -4),  АВ            = 5.  
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Задача 2. Вычислите координаты векторов 3а   + 4𝑏   и 2𝑎  + 3𝑏  , если даны 

векторы а   1;−2 , 𝑏   −2; 5 . 

Решение:  

Для начала рассмотрим, как можно вычислить сумму двух векторов по 

формуле: 3a + 4b = (3∙a1 + 4∙b1; 3∙a2 + 4∙b2), где a1 и a2 – координаты вектора 𝑎 , а 

b1 и b2 – координаты вектора 𝑏  .  

Теперь подставим значения координат векторов 𝑎  и 𝑏   в формулу:  

3a + 4b = (3∙1 + 4∙(-2); 3∙(-2) + 4∙5). Выполним вычисления: 3а  + 4𝑏   = (3 - 8; -6 + 

+ 20), 3а  + 4𝑏   = (-5; 14). Таким образом, координаты вектора 3а  + 4𝑏   равны  

(-5; 14).  

Аналогично можно вычислить координаты вектора 2𝑎  + 3𝑏  : 2a + 3b = 

= (2∙a1 + 3∙b1; 2∙a2 + 3∙b2). Подставим значения координат векторов 𝑎  и 𝑏   в 

формулу: 2a + 3b = (2∙1 + 3∙(-2); 2∙(-2) + 3∙5) Выполним вычисления: 2𝑎  + 3𝑏   = 

= (2 - 6; -4 + 15), т.е. 2a + 3b = (-4; 11). Таким образом, координаты вектора  

2𝑎  + 3𝑏   равны (-4; 11). 

Ответ: 3а   + 4𝑏  = (-5; 14); 2𝑎  + 3𝑏   равны (-4; 11). 

Задача 3. Даны два вектора: 𝑎  = (4, 3) и 𝑏   = (-2, 6). Найдите 

результирующий вектор при выполнении операции 𝑎  – 𝑏  , представив ответ в 

координатном виде. Объясните геометрический смысл вычитания векторов и 

продемонстрируйте, каким образом направление и величина полученного 

вектора связаны с исходными векторами. 

Решение: 

Для начала находится разность векторов 𝑎  и 𝑏  , где 𝑎      = (4, 3), а 𝑏   = (-2, 6). 

Вычитание векторов осуществляется покомпонентно, то есть: 𝑎  – 𝑏   = (4 – (-2), 

(3 – 6) = (4 + 2, 3 – 6) = (6, -3). 

Геометрически операция вычитания векторов представляет собой 

нахождение вектора, который начинается в конце второго вектора (𝑏  ) и 

заканчивается в конце первого (𝑎 ). Другими словами, если представить вектор 

𝑏   перевернутым (т.е. взять вектор -𝑏  ), операция 𝑎  – 𝑏   становится равносильной 
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сумме 𝑎  и -𝑏  . Направление результирующего вектора (6, -3) указывает на то, 

что он ориентирован вправо (положительное направление по оси x) и вниз 

(отрицательное направление по оси y). Его длина, или модуль, равен 

 62 + 32 =  36 +  9 =  45 = 3 5. Таким образом, как величина, так и 

направление полученного вектора отражают относительные позиции исходных 

векторов: разница по горизонтали составляет 6 единиц, а по вертикали – -3 

единицы, что показывает, что переход от вектора 𝑏   к вектору 𝑎  осуществляется 

с правым смещением и падением вниз. 

При проверке самостоятельной работы по теме «Координаты вектора», 

учитель может выяснить следующие данные:  

- понимание и определение вектора;  

- способности к определению координат вектора. Ученики 10 класса 

должны уметь находить координаты вектора на основе координат его 

начальной и конечной точек. Учитель проверит, насколько точно ученики 

понимают формулу для нахождения координат вектора и как они ей 

пользуются при решении задач.  

- навыки выполнения операций с векторами: сложение, вычитание 

векторов.  

Таким образом, проверяя самостоятельную работу, учитель получит 

полное представление о том, как хорошо ученики усвоили материал о 

координатах векторов, способны ли они применять знания на практике и могут 

ли объяснять свои решения.Проверка работ также позволит выявить 

распространенные ошибки и недочеты, которые учащиеся могут допускать при 

расчетах и интерпретации результатов. 

Самостоятельная работа по теме «Векторы»(профильный уровень ЕГЭ). 

Задача 1. Даны векторы 𝑟     (5; 3) и 𝑝 (4;-6). Найдите скалярное 

произведение 𝑟 ∙ 𝑝 . 

Решение:  

Скалярное произведение векторов 𝑟    (r1;  r2)  ∙ 𝑝 (p1;  p2) равно  

𝑟 ∙ 𝑝  = r1 ∙  p1 +  r2 ∙ p2. 

𝑟 ∙ 𝑝  = 5∙ 4 + 3∙ (-6) = 20 – 18 = 2. 
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Ответ: 2. 

Задача 2. Даны векторы 𝑡  2; 0  и 𝑠  (1;4). Найдите длину вектора 𝑡 + 3𝑠 . 

Решение:  

Найдем координаты вектора 𝑡 + 3𝑠 : 

𝑡 + 3𝑠  =  2 + 3 ∙  1; 0 + 3 ∙  4 =   5; 12 . 

Значит, его длина равна  𝑡 + 3𝑠   =  52 + 122 =  25 + 144 = 13. 

Ответ: 13.  

Задача 3. На координатной плоскости изображены векторы а     и 𝑏   

координатами которых являются целые числа.  

Найдите длину вектора а  + 3𝑏  . 

 

Рисунок 44 – Иллюстрация к задаче 3 

Решение:  

Найдем координаты векторов а    и 𝑏  :  

Найдем координаты векторов а    и 𝑏  : 

 а  =   3 − 1; 4 − 1 =  2; 3 ; 

 𝑏  =  5 − 3; 2 − 3 =  2;−1 , тогда 𝑎 + 3𝑏   =  2 + 3 ∙ 2; 3 + 3 ∙  −1   =  

=  8; 0 . 

Длина вектора 𝑎 + 3𝑏  :   𝑎 + 3𝑏   =   82 + 02 = 8. 

Ответ: 8. 

Задача 4. На координатной плоскости изображены векторы 𝑎  и 𝑏  , 

координатами которых являются целые числа. Найдите скалярное произведение 

𝑎 ∙ 𝑏  . 
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Рисунок 45 – Иллюстрация к задаче 4 

 

Решение:  

Найдем координаты векторов а    и 𝑏  :  

а     =  9 − 1; 7 − 2 =  8; 5 ; 

𝑏   =  8 − 1; 4 − 1 =   7;  3 . 

Скалярное произведение векторов а     а1; а2 и b   (b1; b2) равно  

а    ∙ b   = а1∙ b1+ а2 ∙ b2. 

Следовательно, скалярное произведение векторов а    ∙ b   равно:  

а    ∙ b   = 8 ∙7 + 5 ∙3 = 56 + 15 = 71.  

Ответ: 71.  

Задача 5. Длины векторов а    и 𝑏   равны 3 и 7, а угол между ними равен 60
0
. 

Найдите скалярное произведение а    ∙ 𝑏  . 

Решение:  

Мы знаем, что а    ∙ 𝑏   =  а     ∙  𝑏   ∙ соs𝜑, где 𝜑 − угол между векторами а     и 

𝑏  .  Тогда  а      ∙ 𝑏   =  а     ∙  𝑏   ∙ соs𝜑 = 3 ∙ 7 ∙ соs 60
0
= 

21

2
= 10,5. 

Ответ: 10,5.  

Самостоятельная работа по теме «Векторы» (профильный уровень ЕГЭ) 

включает в себя задания на нахождение скалярного произведения векторов, 

координат векторов по рисунку, нахождение длины вектора – важные темы для 

учеников, сдающих ЕГЭ профильного уровня.  

При проведении данной работы, учитель проверит правильно ли 

применяют ученики формулы при решении задач. Учитель также будет 
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анализировать общий подход ученика к решению задач. Насколько он умеет 

структурировать свои решения, применять теорию на практике и делать 

выводы по результатам вычислений. Важно, чтобы ученики не только получали 

правильные ответы, но и понимали, что конкретное решение подразумевает в 

контексте геометрии.  

Таким образом, проверка самостоятельной работы по теме, охватывает 

как вычислительные навыки, так и аналитическое мышление учеников. 

II. Блок заданий для контрольных работ 

Задача 1. В прямоугольном △ABCс прямым C известно, что AB= 125, 

AC=10. Найдите длину суммы векторов ВА       и 𝐴𝐶      . 

 

Рисунок 46 – Иллюстрация к Задаче 1 

 

Решение:  

По теореме Пифагора AB
2
 = CA

2
 + CB

2
 ⇔ CB =  125 − 100 = 5. Тогда 

∣𝐵𝐴       + 𝐴𝐶      ∣ = ∣𝐵𝐶      ∣ = 5. 

Ответ: 5. 

В задаче 1 проверяются следующие знания и умения:  

1. Свойства прямоугольных треугольников: Понимание теоремы 

Пифагора для вычисления длины сторон треугольника.  

2. Знание основ векторной алгебры, в частности, как складывать векторы 

и находить их длину.  

3. Способность интерпретировать и визуализировать треугольник и его 

стороны, а также понимание отношения между сторонами треугольника.  
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4. Навыки работы с формулами: Умение применять формулы для расчѐта 

длины векторов и понимать физический смысл векторов в контексте задачи.  

Эта задача является хорошей проверкой понимания этих тем, а также 

возможности их практического применения для решения задачи. 

Задача 2. В прямоугольном △ABC с прямым C,BC = 21, AC=20. 

Найдите длину разности векторов 𝐶𝐴       и 𝐶𝐵      . 

Решение: 

По теореме Пифагора AB
2
 = CA

2
 + CB

2
 ⇔ АB =  202 + 212 = 29. 

Тогда ∣С𝐴      -СВ      ∣ = ∣𝐵А      ∣ = 29. 

Ответ: 29. 

В задаче 2 проверяются следующие знания и умения:  

1. Свойства прямоугольных треугольников: Понимание теоремы 

Пифагора для вычисления длины гипотенузы треугольника.  

2. Знание о векторной алгебре, включая умение находить разность 

векторов и их длину.  

3. Геометрия и тригонометрия: Умение интерпретировать длины сторон 

треугольника и применение тригонометрических функций, если это 

необходимо.  

4. Алгебра и формулы: Навыки работы с формулами для вычисления 

длины векторов и понимание их значения в контексте задачи.  

Эта задача помогает развить навыки применения линейной алгебры и 

геометрии для решения реальных задач. 

Задача 3. В  △ABCAB = BC =13, ∠BAC= 30. Найти длину 𝐵𝐴      + 𝐵𝐶      . 

Решение: 

Достроим равнобедренный △АВС до ромба ABCD. 
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Рисунок 47 – Иллюстрация к Задаче 3 

 

Из ∠BAC=30∠BAD=60, и △ABD равносторонний. По правилу 

параллелограмма BA      +BC        =BD      , откуда  ∣BA      +BC      ∣=∣BD      ∣=13. 

Ответ: 13.  

 

В задаче 3 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Свойства треугольников: Понимание, что треугольник ABC является 

равнобедренным, так как две стороны равны.  

2. Умение работать с векторами, в частности, находить сумму векторов.  

3. Применение тригонометрических функций для нахождения длин 

сторон и координат точек в треугольнике, основанное на углах.  

4. Знание о том, как углы, стороны и векторы связаны друг с другом в 

контексте треугольников.  

Эта задача дает возможность попрактиковаться в использовании 

векторного анализа и тригонометрии для решения геометрических задач. 

 

Задача 4.В △ABCAB = BC =7, ∠AВC=60. Найти длину BA      + BC      . 

Решение: 

Достроим равнобедренный △АВС до ромба ABCD. 

 

 



 

75 

 

 

Рисунок 48 – Иллюстрация к Задаче 4 

 

Из ∠AВC=120 ∠AВD=60, и △ABD равносторонний. По правилу 

параллелограмма 𝐵𝐴      +𝐵𝐶      =𝐵𝐷       , откуда  ∣𝐵𝐴      +𝐵𝐶      ∣=∣𝐵𝐷       ∣=7. 

Ответ: 7.  

В задаче 4 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Свойства равнобедренных и равносторонних треугольников: 

Понимание структуры треугольников с равными сторонами и углами, а 

также их угловых свойств.  

2. Векторы и их сумма: Умение работать с векторами, использовать 

правило параллелограмма для нахождения суммы векторов и понимание, как 

это связано с геометрией фигур.  

3. Знание о том, что диагонали параллелограмма делят его на равные 

части и как это использовать для нахождения длины векторов.  

4. Применение тригонометрических знаний для нахождения углов и 

сторон в треугольниках.  

5. Умение достраивать фигуры и использовать их свойства для 

решения задач, в данном случае — достройка треугольника до ромба.  

Эта задача помогает развить аналитическое мышление и способность 

применять различные геометрические и алгебраические методы для решения 

задач. 

 

Задача 5. На стороне CD квадрата ABCD лежит точка Р так, что СР = 
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= PD, О – точка пересечения диагоналей. Выразите векторы ВО      , ВР      , РА      через 

векторы х   = ВА и у  = ВС. 

Решение:  

В квадрате диагонали точкой пересечения делятся пополам.  

1) 𝐵𝑂       = 
1

2
𝐵𝐷        = 

1

2
  (𝐵𝐶       + 𝐶𝐷      ) = 

1

2
(𝐵𝐶      - 𝐵𝐴      ) = 

1

2
(𝑦  - 𝑥 )  

2) 𝐵𝑃       = 𝐵𝐶       + 𝐶𝑃       = 𝐵𝐶       + 
1

2
𝐶𝐷       = 𝐵𝐶       - 

1

2
𝐵𝐴       = 𝑦  - 

1

2
𝑥  

3) 𝑃𝐴       = 𝑃𝐶       + 𝐶𝐴       = -
1

2
𝐶𝐷       + (𝐶𝐵      + 𝐵𝐴      ) = 

1

2
𝐵𝐴       - 𝐵𝐶      - 𝐵𝐴       = -

1

2
𝐵𝐴       - 𝐵𝐶      = 

=
1

2
𝑥  - 𝑦 . 

Ответ: 𝐵𝑂       = 
1

2
 (𝑦 –𝑥 ), 𝐵𝑃      = 𝑦 –

1

2
𝑥 , 𝑃𝐴       = 

1

2
𝑥 𝑦 . 

В задаче 5 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Умение работать с векторами, а также выражать один вектор через 

другие векторы.  

2. Понимание свойств квадратов, таких как равные стороны и углы, а 

также расположение диагоналей.  

3. Правила сложения векторов: Знание, как складывать и вычитать 

векторы, что необходимо для нахождения векторов от одной точки к другой в 

пределах фигуры.  

4.Умение преобразовывать и отображать векторы в координатной 

системе, если это требуется для упрощения вычислений.  

5. Расположение точек и их отношения: Навыки определения отношений 

между точками на фигуре, включая точки пересечения и длины отрезков.  

Эта задача помогает развить пространственное мышление и навыки 

векторного анализа, что важно в геометрии и математике в целом. 

Задача 6. Начертите два неколлинеарных вектора a   и b  . Постройте 

векторы, равные: а) –a  /2 + 3b  ; б) 2b     – a  . 

Решение: Чтобы построить векторы, сначала начертим два 

неколлинеарных вектора a   и b   на плоскости. 
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Рисунок 49 – Иллюстрация к задаче 6 

 

a) Чтобы построить вектор –a  /2 + 3b  , сначала построим вектор -𝑎 /2 

(вектор, противоположный вектору 𝑎 , с длиной, равной половине длины. Затем 

построим вектор 3𝑏   (вектор, сонаправленный вектору 𝑏  , с длиной, в три раза 

большей длины 𝑏  ). Вектор –a  /2 + 3b   будет суммой этих двух векторов.  

б) Чтобы построить вектор 2b     – a  , сначала построим вектор 2𝑏   (вектор, 

сонаправленный вектору b  , с длиной, в два раза большей длины b  ). Затем 

построим вектор -𝑎  (вектор, противоположный вектору 𝑎 ). Вектор 2𝑏    𝑎  будет 

суммой этих двух векторов. 

 

Рисунок 50 – Решение задачи 6 

 

В задаче 6 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Понимание концепции векторов и их свойств, таких как направление и 

длина. 

2. Операции с векторами: Умение проводить операции сложения, 

вычитания и умножения векторов на скаляры.  

3. Графическое представление: Навыки начертания векторов на плоскости 

и визуализации их результатов.  

4. Понимание расположениявекторов в пространстве и их взаимосвязи, 
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что помогает в выполнении операций.  

Эта задача развивает умение работать с векторами, а также графически 

визуализировать математические операции. 

Задача 7. В прямоугольной системе координат даны векторы 𝑎 {3; –2} 

и 𝑏  {1; –2}. Найдите координаты вектора с  = 5а   – 9𝑏   и его длину. Постройте 

вектор с , если известно, что его конец совпадает с точкой М(3; 2).  

Решение:  

Найдем 5а  , для этого умножим координаты вектора на 5:  

5а   = {5∙3; 5∙ (–2)}. 

Найдем с , для этого вычтем из полученных координат 5а   координаты 9𝑏  : 

5а   – 9𝑏   = {15–9∙1; –10–9∙(–2)} = {6; 8}. 

Найдем длину вектора с :   |с | =  62 +  82=  36 + 64 = 10. 

 

Рисунок 51 – Решение задачи 7 

 

Ответ: с = {6; 8}, |с | = 10. 

В задаче 7 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Понимание прямоугольной (декартовой) системы координат и 

представление векторов в виде координат.  

2. Умение выполнять операции сложения и вычитания векторов, а также 

умножения векторов на скаляры.  

3. Знание формулы для вычисления длины вектора и умение применять еѐ 

на практике.  
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4. Навыки изображения векторов в координатной системе и понимание их 

свойств.  

5. Понимание того, как перемещаются вектора относительно другой 

точки (в данном случае точки М) влияет на его начало и конец.  

Эта задача способствует развитию навыков работы с векторами, а также 

их визуализации в системе координат. 

Задача 8. Найдите координаты и длину вектора 𝑏  , если 𝑏   = с /2 – 𝑑 , с {6; –

2}, 𝑑 { 1; –2}. 

Решение:  

Найдѐм координаты вектора 𝑏  : 

𝑏  =  
с 

2
 - 𝑑 ; 

с 

2
 (3;-1); - 𝑑 (-1;2);  

𝑏  (3 + (-1); -1 +2);  

𝑏   (2; 1). 

Найдѐм длину полученного вектора по формуле:  

𝑎  (x; y) 

 𝑎   =  х2 + у2 

 𝑏    =  22 + 12 =   4 + 1= 5 

Ответ:  5. 

В задаче 8 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Умение выполнять операции сложения и вычитания векторов, а также 

деление вектора на скаляр.  

2. Способность находить координаты результирующего вектора на основе 

заданных векторов.  

3. Знание формулы для вычисления длины вектора и умение применять еѐ 

для нахождения длины результирующего вектора.  

4. Работа с векторными алгебраическими выражениями: Умение 

манипулировать векторными выражениями для нахождения новых векторов, 

алгебраические и геометрические совйства. 



 

80 

 

Задача 9. Вычислить ∣𝑎 +𝑏  |2
, если |𝑎 | = 3, ∣𝑏  ∣ = 4 и угол между векторами 

60
0
. 

Решение: 

По правилу параллелограмма 𝑎 +𝑏  =𝐴𝐶      . 

По теореме косинусов 𝐴𝐶      2 
= 𝐴𝐵      2 

+ 𝐵𝐶      2 
− 2⋅𝐴𝐵      ⋅𝐵𝐶      ⋅cos120

0
. 

𝐴𝐶      = 32 + 42 − 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ (−1/2)=  37. 

Тогда ∣𝑎 +𝑏  |2 
= ∣𝐴𝐶      ∣2=37. 

Ответ: 37.  

В задаче 9 проверяются следующие знания и навыки:  

1. Понимание того, как длины и углы между векторами влияют на их 

сумму.  

2. Умение применять формулы. 

3. Знание тригонометрических функций и их использование для 

вычисления косинуса угла.  

4. Умение выполнять операции возведения в квадрат и суммирования 

чисел.  

5. Знание, как векторы могут быть представлены на плоскости и как их 

длина и направление взаимосвязаны. 

Эта задача способствует развитию аналитического мышления и навыков 

работы с векторами. 

Задача 10*. В треугольнике АВС точка О – точка пересечения медиан. 

Выразите вектор АО       через векторы а   = АВ       и b     = АС      . 

Решение:  

В △ АВС точка О – точка пересечения медиан.  

1. Медиана делит сторону пополам, а точка пересечения медиан делит 

каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины.  

2. Пусть М – середина ВС. Тогда АМ         – медиана. АО       = 
2

3
АМ         .  
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3. АМ         = 
1

2
(АВ      + АС      ) = 

1

2
 (𝑎 +𝑏  ) (правило сложения векторов в 

треугольнике, где М – середина ВС).  

4. Следовательно, АО       = 
3

2
∙

1

2
 (𝑎 +𝑏  ) = 

1

3
 (𝑎 +𝑏  ).  

Ответ: АО       = 
1

3
𝑎  + 

1

3
𝑏  . 

Задача 10 о нахождении вектора АО       через векторы а   = АВ       и 𝑏 
    

= АС       

проверяет следующие знания и навыки учеников:  

1. Основные свойства треугольников: Понимание, что медианы 

треугольника пересекаются в одной точке, которая делит каждую медиану в 

отношении 2:1.  

2. Знание, что вектор может быть представлен как разность координат.  

3. Умение выполнять операции над векторами, такие как сложение и 

умножение на скаляр.  

4. Понимание геометрической интерпретации векторов в контексте точек 

и отрезков в треугольниках. 

5. Осознание, как выражать точки и векторы в пространстве с 

использованием векторных координат. При решении задачи ученику 

необходимо воспользоваться свойством деления медианы и представить вектор 

АО       через векторы а   и 𝑏     

Задача 11*.  

На плоскости построен параллелограмм, вершины которого 

определяются следующим образом: точка O – начало координат, точка A – 

конец вектора 𝑎  = (3, –1), точка B – конец вектора 𝑏   = (2, 4), а точка C – 

получается в результате сложения векторов 𝑎  и 𝑏  . Используя свойства 

диагоналей параллелограмма, решите следующую задачу: 

1) Найдите координаты точки пересечения диагоналей, представив еѐ в 

виде вектора, исходящего из начала координат. 

2) Обоснуйте, почему полученный результат соответствует свойствам 

параллелограмма, используя операции сложения, вычитания векторов и 

умножения вектора на число. 
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Дайте подробное пошаговое объяснение каждого этапа решения задачи. 

Решение: 

1) Рассмотрим построение параллелограмма с вершинами: 

1. O = (0, 0) 

2. A = (3, -1), совпадает с координатами вектора 𝑎  

3. B = (2, 4), совпадает с координатами вектора𝑏   

4. C (5,3), совпадает с координатами 𝑐  = 𝑎  + 𝑏  = (3 +  2; −1 +  4) = (5; 3) 

Известно, что в параллелограмме диагонали пересекаются в своих 

серединах. Это означает, что точка пересечения диагоналей будет находиться в 

середине каждой из диагоналей. 

Выберем диагональ OC с концами в точках O и C.Чтобы найти середину 

отрезка OC, необходимо сложить координаты концов и разделить результат 

на 2. 

Если ОС       = (5; 3), то деление координат на 2 даѐт координаты точки 

пересечения диагоналей:(5; 3) / 2 = (
5

2
;  

3

2
) 

Таким образом, координаты точки пересечения диагоналей 

представляются в виде вектора (
5

2
;  

3

2
). 

2) Поскольку диагонали параллелограмма пересекаются в своих 

серединах, точка пересечения равна половине суммы координат концов 

диагонали (𝑎  + 𝑏  )/2.Таким образом, конечный ответ соответствует свойствам 

параллелограмма и арифметически обоснован посредством сложения и 

умножения вектора на константу. 

Задача 11 о нахождении координат точки пересечения диагоналей 

параллелограмма проверяет следующие знания и навыки учащихся:  

1. Умение работать с координатами точек на плоскости и представлять 

векторы в виде координат.  

2. Понимание того, что диагонали параллелограмма пересекаются в 

точке, которая делит каждую диагональ пополам. 



 

83 

 

3. Знание того, как выполняются операции сложения и вычитания 

векторов, а также умножение вектора на число.  

4. Умение обосновать полученные результаты, используя теоретические 

знания о векторах и свойствах параллелограммов. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Векторы являются важным элементом математического образования, 

поскольку они не только развивают пространственное мышление, но и служат 

основой для понимания более сложных понятий в математике и физике. 

Современные образовательные стандарты требуют от учащихся не только 

знания теории векторов, но и умения применять полученные знания на 

практике. Эффективные методические подходы к изучению векторов могут 

значительно повысить качество обучения и заинтересованность учеников в 

предмете. 

При работе над темой «Методические особенности изучения темы 

«Векторы» в курсе геометрии основного общего образования» нами были 

последовательно поставлены и решены следующие задачи.  

1) Определено место темы в школьной программе на основе анализа 

рабочих программ. 

2) Изложены теоретические основы изучения темы «Векторы». 

3) Проведен анализ содержания школьных учебников по 

рассматриваемой теме. 

4) Проведен анализ заданий ЕГЭ по изучаемой теме. 

5) Разработаны технологические карты уроков по темам «Законы 

сложения векторов. Правило параллелограмма», «Скалярное произведение 

векторов» по учебнику Л.С. Атанасяна в 9 классе. 

6) Представлена методическая разработка самостоятельных и 

контрольных работ. 

Методическая разработка содержит «банк» заданий с решениями для 

самостоятельного выбора преподавателями при проведении самостоятельных и 

контрольных работ. 
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