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[bookmark: _Toc119597268]Введение
Уравнение Бесселя возникает во время нахождения решений уравнения Лапласа и уравнения Гельмгольца в цилиндрических и сферических координатах. Поэтому функции Бесселя применяются при решении многих задач о распространении волн, статических потенциалах и т. п., например:
· электромагнитные волны в цилиндрическом волноводе;
· теплопроводность в цилиндрических объектах;
· формы колебания тонкой круглой мембраны;
· распределение интенсивности света, дифрагированного на круглом отверстии;
· скорость частиц в цилиндре, заполненном жидкостью и вращающемся вокруг своей оси;
· волновые функции в сферически симметричном потенциальном ящике.
Функции Бесселя применяются и в решении других задач, например, при обработке сигналов.
Функция Бесселя является обобщением функции синуса. Ее можно трактовать как колебание струны с переменной толщиной, переменным натяжением (или одновременно обеими условиями); колебаниями в среде с переменными свойствами; колебаниями дисковой мембраны и т. д.


[bookmark: _Toc119597269]Дифференциальные уравнения первого порядка[1]
[bookmark: _Toc119597270]Задача Коши
Пусть  — непрерывная функция, заданная в некоторой области  плоскости . Уравнение 
		(1.1.1)
называется дифференциальным уравнением 1-го порядка, разрешительным относительно производной.
Определение 1.1.1. Функция , определяется на промежутке  является решение дифференциального уравнения (1.1.1), если выполняются следующие условия:
1)  дифференцируема во всех точках  (если  содержит левый и правый конец, то существует соответственно левосторонняя и правосторонняя производная);
2)  при всех ;
3)  при всех .	(1.1.2)
Замечание 1. Из определения решения и непрерывности  следует в силу (1.1.2), что  непрерывна на .
Замечание 2. Существенно что областью определения решения является связанное множество.
Например, при каждом вещественном  функция , определённая при всех  не является решением дифференциального уравнения
		(1.1.3)
(здесь область  — вся плоскость ), хотя и выполняется условия 1) и 3) определения 1.1.1, так как она задана на несвязном множестве. Вместе с тем сужения функции  на интервалы  и  являются решениями уравнения (1.1.3). (рис. 1)
[image: ]
Рисунок 1
Из рассмотренного примера видно, что дифференциальное уравнение (1.1.1) может иметь бесконечное множество решений. Далее мы увидим, что эта ситуация является общей. Поэтому, когда представляет интерес конкретное решение дифференциального уравнения, ставят дополнительные условия, выделяющие его из множества всех решений этого уравнения. Для уравнения (1.1.1) таким условием является начальное условие
		(1.1.4)
Числа ,  называются начальными данными, а задача отыскания решения, удовлетворяющего начальному условию (1.1.4), — задачей Коши или начальной задачей.
Наряду с задачей Коши с начальными данными  для дифференциального уравнения (1.1.1) рассмотрим (интегральное) уравнение
	
	
	(1.1.5)


Определение 1.1.2. Функция  определённая на промежутке , называется решением уравнения (1.1.5), если выполняются следующие условия:
1)  непрерывна на , ;
2)  при всех ;
3) при всех 
	
	
	(1.1.6)


Теорема 1.1.1 Функция  является решением задачи Коши для уравнения (1.1.1) с начальными условиями  тогда и только тогда, когда она является решением интегрального уравнения (1.1.5).
Доказательство. Пусть  — решение задачи Коши для уравнения (1.1.1) с начальными данными . Тогда при  выполняется (1.1.2), причём и . Свойства 1), 2) определения 1.1.2 вытекают из свойств 1), 2) определения 1.1.1. Интегрируя (1.1.2) в пределах от  до , получаем (1.1.6). Следовательно,  — решение уравнения (1.1.5).
Пусть теперь  — решение уравнения (1.1.5) на промежутке . В силу (1.1.6)  дифференцируема на  и . Это показывает, что для функции  выполнены начальное условие (1.1.4) и условие 1) определения 1.1.1. Условие 2) определения 1.1.1 совпадает с условием 2) определения 1.1.2. Наконец, дифференцируя (1.1.6), получаем (1.1.2). Следовательно,  — решение уравнения (1.1.1) с начальными данными . Теорема доказана.
Определение 1.1.3. Будем говорить, что решение задачи Коши с начальными данными существует, если существует интервал  и решение  уравнения (1.1.1), определённое на  и такое, что .
Кривая, являющаяся графиком некоторого решения дифференциального уравнения, называется интегральной кривой. Сопоставим каждой точке  прямую с угловым коэффициентом  проходящую через эту точку. Получившуюся картину назовём полем направлений, соответствующим дифференциальному уравнению (1.1.1), а каждую из прямых — направлением поля в соответствующей точке. Из определения (1.1.1), что кривая, лежащая в области , является интегральной кривой тогда и только тогда, когда она гладкая и касательная в каждой точке совпадает с направлением поля в данной точке. Это соображение может быть использовано для приближённого построения интегральных кривых.
При построении поля направлений данного уравнения целесообразно использовать изоклины. Так называются множества точек, в каждой из которых направления поля имеют угловой коэффициент. Очевидно, что изоклины задаются уравнением .
Пример 1.1.1 Построим поле направлений для дифференциального уравнения . В качестве области  можно взять любую из полуплоскостей  или . Изоклины, соответствующие направлениям поля с угловым коэффициентом, равным , суть лучи . Поле направлений в полуплоскости  изображено на (рис. 2). Интегральные кривые имеют вид полупарабол. Легко проверить, что они действительно задаются уравнениями  ( или ),  — произвольная постоянная.
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Рисунок 2
[bookmark: _Toc119597271]Продолжение решений
Определение 1.1.4. Будем говорить, что решение , определённое на , продолжимо (может быть продолжено) вправо, если существует решение , определённое на (),  сужение которого на  совпадает с . Решение  называется продолжением решения  вправо.
Аналогично определяется продолжимость влево.
Рассмотрим решение , определённое на замкнутом справа промежутке  Покажем, что оно продолжимо вправо.
Для этого рассмотрим решение  с начальными данными . Так как по определению решения , то решением будет . Пусть  определена на . Положим по определению

Легко проверить, что  является решением уравнения (1.1.1) на промежутке , а это и означает, что решение  продолжимо вправо.
Аналогично доказывается, что решение, определённое на промежутке, замкнутом слева, продолжимо влево.
Определение 1.1.5 Решение  называется полным, если оно не может быть продолжено ни вправо, ни влево.
Из сказанного выше следует, что областью определения полного решения всегда является интервал , называемый максимальным интервалом существования решения.
Пример 1.1.2. рассмотрим дифференциальное уравнение
	
	,
	(1.1.7)


где  определена (и по принятому соглашению непрерывна) в интервале . Пусть  Полными решениями уравнения (1.1.7) являются первообразные функции  и только они. Каждое полное решение уравнения (1.1.7) определено на интервале .
Пример 1.1.3. Рассмотрим уравнение
	
	,
	(1.1.8)


где  определена при . Здесь . Предположим, что  при , и пусть для определённости . Введём в (1.1.8) новую переменную , связанную с  формулой , где  — некоторая первообразная функции . Пусть , где  решение — (1.1.8). Так как , то  — непрерывно дифференцируемая функция и 

Следовательно, в переменных  уравнение (1.1.8) имеет вид
	
	
	(1.1.9)


Уравнение (1.1.9) определено в области  (заметим, что  — строго возрастающая функция). Решения (1.1.9) имеют вид , где  — произвольная постоянная, или
	
	
	(1.1.10)


где  — обратная по отношению к  функция. Функция (1.1.10) определены для тех значений , при которых . Следовательно, они определены при всех  тогда и только тогда, когда расходятся интегралы
	
	
	(1.1.11)


где . Полученный результат сформулируем в виде теоремы.
Теоремы 1.1.3. Пусть (1.1.8) . Тогда:
1) множеств всех решений уравнения (1.1.8) задаётся формулой (1.1.10);
2) если оба интеграла (1.1.11) расходятся, то все решения уравнения (1.1.8) не продолжимы на интервал ;
3) если хотя бы один из интегралов (1.1.11) сходится, то никакое решение (1.1.8) не продолжимо на интервал .
Рассмотрим теперь случай, когда  обращается в нуль на интервале . Прежде всего отметим, что если , то  — решение уравнения (1.1.8), определённое при всех . Рассмотрим область

Где ,  при . Отсюда можно сделать вывод, что все решения сужения уравнения (1.1.8) на область  продолжимы на все значения , если расходятся интегралы
	
	
	(1.1.12)


при достаточно малом . Тем самым и решения (1.1.8) с начальными данными из области  продолжимы на все значения . Покажем, что они обладают этим свойством и в том случае, когда интегралы (1.1.12) (один или оба) сходятся.
Пусть, например, сходится интеграл

Для определённости считаем  при . Возьмём

В силу (1.1.10) решение уравнения (1.1.8) в области  с начальными данными  имеет вид

Это решение заведомо определено, если

а так как  — конечная величина, то оно определено при , причём при  (рис. 3).
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Рисунок 3

Положим

Тогда  является решением уравнения (1.1.8) при . Следовательно, мы построили продолжение вправо на все значения  решения с начальными данными . Аналогично доказывается продолжимость на все значения  любого решения с начальными данными из области .
В качестве примера рассмотрим уравнение (1.1.3). Интегралы



сходятся. Рассмотрим уравнение (1.1.3) на полуплоскостях  и . По теореме 1.1.3 никакое решение уравнения (1.1.3) не продолжимо на все значения , кроме нулевого (см. рис. 1).
[bookmark: _Toc119597272]Единственность решения задачи Коши
Определение 1.1.6. Будем говорить, что область  есть область единственности для уравнения (1.1.1), если два любых решения уравнения (1.1.1), графики которых принадлежат , определённые на промежутке  и совпадающие при некотором , совпадают на всём .
Пример 1.1.4. Рассмотрим уравнение
	
	
	(1.1.13)


Где  — вся плоскость . Из (1.1.10) следует, что при каждом  функция  является решением этого на интервале . Кроме указанного семейства решений уравнение (1.1.13) имеет решение . Следовательно, ось  состоит из точек, через которые проходит более одной интегральной кривой (рис.4), т. е.  не является областью единственности. Однако полуплоскости  и  — области единственности (см. теорему 1.1.5).
Теорема 1.1.4. Если в области  производная  существует и непрерывна, то  — область единственности.
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Рисунок 4
Теорема 1.1.4 показывает, что при «хороших» правых частях в уравнениях (1.1.1) имеет место единственность решения задачи Коши. Единственность может иметь место и в случае когда  обладает только свойством непрерывности.
Пример 1.1.5. Рассмотрим уравнение
	
	
	(1.1.14)


где  определена при ,  определена при . Уравнение (1.1.14) называется уравнением с разделяющимися переменными.
Теорема 1.1.5. Если  при , то область
{}
есть область единственности для уравнения (1.1.14).
Доказательство. Выполним замену , где  — некоторая первообразная функции . Рассуждая, как при выводе (1.1.9) получим
	
	
	(1.1.15)


Уравнение (1.1.15) определено в области (считаем )
{}.
Его решения имеют вид
	
	
	(1.1.16)


где  — первообразная ;  — произвольная постоянная. Для уравнения (1.1.15) область  является областью единственности, т.е. если две интегральные кривые общую точку, то они совпадают. А так как отображение, переводящее решение уравнения (1.1.14) в решения уравнения (1.1.15), имеет вид ,, то оно взаимно однозначно, и, следовательно, указанное свойство сохраняется и для интегральных кривых уравнения (1.1.14) в области G. Это доказывает теорему 1.1.15.
Из уравнения (1.1.3) видно, что условие  в теореме 1.1.5 не является необходимым для того, чтобы  была областью единственности. Вместе с тем уравнение (1.1.13) показывает, что нарушение этого условия может привести к потере единственности (см. рис. 1,4).
[bookmark: _Toc119597273]Общее решение
Пусть  — область единственности для уравнения (1.1.1). Решение уравнения (1.1.1). Решение уравнения (1.1.1) с начальными данными  есть функция , определённая на множестве
{},
где  — промежуток существования этого решения. Формула
	
	
	(1.1.17)


задаёт все решения уравнения (1.1.1) с точностью до продолжения.
Определение 1.1.7. Непрерывная функция  называется общим решением уравнения (1.1.1) в области , если для любой точки  уравнение  имеет единственное решение  и функция  является решением задачи Коши для уравнения (1.1.1) с начальными данными .
Из данного определения следует, что  — непрерывная функция. Чтобы в этом убедиться, перейдём в тождестве  к пределу при , . Пусть . Так как функция  непрерывна, , а это уравнение имеет единственное решение, то , что и требовалось доказать.
Обозначим множество точек , где , , через . Отображение  есть взаимно однозначное и взаимно-непрерывное отображение (гомеоморфизм)  на . Из определения  следует, что  сопоставляет каждой интегральной кривой , лежащей в области , отрезок прямой  в области . Можно сказать, что гомеоморфизм  «выпрямляет» интегральные кривые.
Теорема 1.1.6 (о существовании общего решения). Если  есть область единственности, то для каждой точки  можно указать окрестность, в которой существует общее решение уравнения (1.1.1).


[bookmark: _Toc119597274]Регулярная особенность линейного однородного уравнения второго порядка[2]
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка
	
	
	(6.7.1)


где коэффициенты  — однозначные аналитические функции в кольце {}. Пусть {}. Положим. Обозначая дифференцирование по  штрихом, запишем (6.7.1) в виде нормальной системы двух уравнений в векторной форме

Где
	
	
	(6.7.2)


Система (6.7.2) принадлежит к типу систем, исследованных в предыдущем параграфе. Используя формулы
	
	


	(6.6.7)


……………………………………………………………………………………….
	

	(6.6.8)


запишем фундаментальную систему решений   системы (6.7.2). Могут представиться два случая.
I.  Тогда
	
	


	(6.7.3)


II. . Здесь возможны два подслучая:
а)
	
	


	(6.7.4)


(две группы решений);
б)
	
	


	(6.7.5)


(одна группа решений);
В (6.7.3) — (6.7.5) ,  — характеристические показатели  — однозначные характеристические функции.
Теорема 6.7.1 (теорема Фукса). Для того чтобы точка  была регулярной особой точкой для уравнения (6.7.1), необходимо и достаточно, чтобы она была полюсом не выше первого порядка для коэффициента  и полюсом не выше второго порядка для коэффициента , т.е. чтобы выполнялись:
	
	
	(6.7.13)

	
	
	(6.7.15)
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В качестве примера приложения построенной теории рассмотрим уравнение Бесселя:
	
	
	(6.7.27)


где . Особая точка  согласно теореме 6.7.1 является регулярной. Других особенностей в конечной части плоскости нет.
В уравнении (6.7.27)  поэтому определяющее уравнение имеет вид , т.е.  и .
I. Пусть  — не целое число. По лемме 6.7.1 уравнение (6.7.27) имеет фундаментальную систему решений


где  и  — целые функции, причём ,  запишем  в виде обобщённого степенного ряда
	
	

	(6.7.28)


Дифференцируя (6.7.28) и подставляя выражения для  и  в уравнение (6.7.27), домноженное на , получаем
	
	

	(6.7.29)


Сокращаем (6.7.29) на  и приравниваем к нулю коэффициент при  в левой части (6.7.29). Имеем:
при , следовательно,
	
	 произвольно;
	(6.7.30)


при , следовательно,
	
	;
	(6.7.31)


при  следовательно,
	
	
	(6.7.32)


Формулы (6.7.30) — (6.7.32) позволяют последовательно определить все коэффициенты . При  нечётном .
Поскольку в рассматриваемом случае  — не целое число, коэффициенты обобщённого степенного ряда
	
	
	(6.7.33)


также определяются по формулам (6.7.30) — (6.7.32), если в них заменить  на .
II а. Пусть  — целое нечётное число: . Коэффициенты ряда (6.7.28) определяются, как и в случае I, по формулам (6.7.30) — (6.7.32). Коэффициенты  ряда (6.7.33) при  определяются по тем же формулам с заменой  на . Для определения  получаем уравнение

но так как по доказанному  то  можно взять произвольным. Полагая , остальные коэффициенты определяем по старым формулам, причём нечётные коэффициенты по-прежнему равны нулю. Таким образом, когда  нечётно, уравнение Бесселя не имеет решений, содержащих логарифм.
II б. Пусть  чётное: . Коэффициенты ряда (6.7.28) определяются по старому правилу. При определении коэффициента ряда (6.7.33) встретится затруднение, так как он должен удовлетворять уравнению

не имеющему решений, поскольку . Это означает, что линейно независимого с  решения в виде обобщённого степенного ряда не существует. Из общей теории следует, что линейно независимое решение  должно содержать логарифм.
При определённом выборе произвольной постоянной  решения уравнения Бесселя, представляемые обобщёнными степенными рядами (6.7.28) и (6.7.33), называют функциями Бесселя первого рода. Они линейно независимы при . Если же , то линейно независимое (6.7.28) решение, содержащее логарифм, называется при определённом выборе произвольной постоянной функцией второго рода.[1]
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Наряду с функциями Бесселя  в широком классе задач используются другие типы цилиндрических функций. К их числу относятся:
функции Ханкеля первого рода


функции Ханкеля второго рода


функции Неймана


функции мнимого аргумента — Инфельда и Макдональда


Функции Ханкеля первого и второго рода выражаются через функции Бесселя и Неймана следующим образом:
	
	

	(1.25)


Формулы (1.25) справедливы и при комплексном аргументе на всей комплексной плоскости с разрезом по отрицательной части вещественной оси.
Пользуясь асимптотикой для функции Бесселя , получим следующие асимптотические формулы:
	
	




	(1.26)


Из формул (1.26) следует, что при больших действительных значениях аргумента функция Неймана представляет собой осциллирующую функцию аргумента , причём её амплитуда убывает с ростом  как , а расстояние между нулями стремится к . Функция Инфельда  экспоненциально возрастает, а функция Макдональда  экспоненциально убывает.
Любая пара из функций {} образует фундаментальную систему решений уравнения Бесселя при любых . Наиболее удобно общее решение уравнения Бесселя записывать в виде

или

Если в уравнении Бесселя положить аргумент равным , то функции Инфельда и Макдональда будут представлять фундаментальную систему решений полученного уравнения, общее решение которого можно записать в виде

Формулы поведения цилиндрических функций при малых заначения аргумента :




Из рекуррентных формул для функций Бесселя несложно получить рекуррентные соотношения и для остальных цилиндрических функций.
	
	

	
	

	
	


где  — любая из функций 
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Рассмотрим задачу об остывании бесконечного круглого цилиндра радиуса  с начальной температурой, зависящей только от расстояния точки до оси цилиндра, и нулевой температурой на поверхности цилиндра. Необходимо решить смешанную задачу
	
	
	(1.27)

	
	
	(1.28)

	
	
	(1.29)


Обладающую цилиндрической симметрией, решение которой будет зависеть только от переменных  и , то есть , а оператор Лапласа будет состоять лишь из одного слагаемого 
Найдём решение в виде
	
	
	(1.30)


Подставим (1.30) в (1.27) и произведём разделение переменных тогда
	
	
	(1.31)


Функция  есть решение задачи Штурма-Лиувилля:
	
	
	(1.32)

	
	

	(1.33)


Записываем уравнение (1.32) в эквивалентной форме

Общее решение последнего уравнения является линейной комбинацией частных решений , 

возвращаясь к переменной , получим общее решение исходного уравнения
	
	
	(1.34)


Цилиндрическая функция Бесселя  ограничена на отрезке . Таким образом, для выполнения условия  необходимо потребовать  Параметр  определяется из уравнений , откуда находятся собственные значения


и соответствующие собственные функции
	
	

	(1.35)


Из (1.31 следует уравнение для функции 

откуда

следовательно,
	
	
	(1.36)


Коэффициенты  выбираются из начального условия (1.29)

Коэффициенты Фурье  определяются по общим ортогональным системам как
	
	
	(1.37)


Для интеграла в знаменателе имеем

и коэффициенты Фурье выражаются
	
	
	(1.38)
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