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[bookmark: _Toc57041976]Введение
Теория дифференциальных уравнений – это раздел математики, предметом которого являются дифференциальные уравнения и различные задачи, связанные с ними. Раздел, посвященный данной теории, является одним из самых огромных в современной математике. 
Теория дифференциальных уравнений состоит из двух обширных областей: теории обыкновенных дифференциальных уравнений и теории уравнений в частных производных. Каждая область характеризуется своими специфическими особенностями, но в нашей работе будут рассмотрены основные вопросы дифференциальных уравнений в частных производных, ведь обыкновенные дифференциальные уравнения можно рассматривать как частный случай уравнений с частными производными.
Сформулируем методологические параметры исследования.
Тема исследования: «Дифференциальные уравнения в частных производных, понятие о решении, первом интеграле, простейшие примеры».
Цель исследования: выявление особенностей дифференциальных уравнений в частных производных первого и второго порядка. 
Объект исследования: дифференциальные уравнения в частных производных.
Предмет исследования: дифференциальные уравнения в частных производных первого и второго порядка.
Задачи исследования:
1. Изучить основные положения теории дифференциальных уравнений в частных производных;
2. Определить основные особенности дифференциальных уравнений в частных производных первого и второго порядка;
3. Изучить решение задачи Коши для дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка;
4. Изучить решение задачи приведения дифференциальный уравнений в частных производных второго порядка к каноническому виду;
5. Рассмотреть примеры решений соответствующих задач дифференциальных уравнений в частных производных первого и второго порядка.
Курсовая работа состоит из введения, двух глав, заключения и списка литературы. В первой главе приведены основные понятия теории дифференциальных уравнений, особенности дифференциальных уравнений в частных производных первого и второго порядка. Во второй главе рассматриваются задача Коши для дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка, задача приведения к каноническому виду дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка.
Теоретическая значимость работы состоит в систематизации учебно-методической литературы в соответствии с данной тематикой.
Практическая значимость работы заключается в возможности применения полученных результатов в процессе решения математических, физических и других задач прикладного характера. 
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[bookmark: _Toc57041977]Глава I. Теоретические аспекты изучения дифференциальных уравнений в частных производных

1. [bookmark: _Toc57041978]Основные определения теории дифференциальных уравнений в частных производных





Пусть имеется некоторая функцияот m переменных. Соотношение, связывающее переменные, функциюи ее производные до некоторого порядка, называется дифференциальным уравнением в частных производных. 





Введем некоторые обозначения: через обозначим частную производную функции[image: ]по переменной, а через – смешанную производную по переменным  и . Тогда сформулированное выше определение символически примет следующую запись:

. (1.1)
Необходимо отметить, что в данном уравнении F – некоторая заданная функция своих аргументов. В реальном уравнении некоторые из аргументов функции F могут отсутствовать, но, тем не менее, хотя бы одна из производных функции[image: ]обязательно содержится. 
Порядок старшей производной, входящей в уравнение (1.1), называется порядком этого уравнения. 
Функция[image: ], имеющая соответствующие частные производные и обращающая уравнение (1.1) в тождество, называется решением дифференциального уравнения в частных производных. Процесс нахождения решений дифференциального уравнения в частных производных принято называть его интегрированием. Дифференциальное уравнение с частными производными превращается в обыкновенное дифференциальное уравнение, если в нем присутствует только одна независимая переменная. 
Множество всех решений уравнения (1.1) образует общее решение этого уравнения. Общее решение дифференциального уравнения в частных производных содержит ровно столько произвольных функций, каков порядок этого уравнения. Число аргументов этих функций на единицу меньше числа аргументов решения[image: ]. Общее решение, записанное в неявном виде, принято называть общим интегралом. Конкретный выбор произвольных функций дает частное решение дифференциального уравнения в частных производных. 

Допустим, что порядок дифференциального уравнения (1.1) равен p. Это значит, что в (1.1) содержится хотя бы одна частная производная порядка p функции[image: ]. Для некоторой определенности пусть этой производной является. Предположим, что уравнение (1.1) может быть разрешено относительно этой старшей производной. Другими словами, уравнение (1.1) мы можем переписать в виде: 

. (1.2)
В теории обыкновенных дифференциальных уравнений критерием того, что полученное решение является общим решением данного уравнения, является возможность получения из него всех частных решений. При этом частное решение обыкновенного дифференциального уравнения определяется как решение, удовлетворяющее некоторым начальным условиям (задача Коши). Такие дополнительные условия для уравнений в частных производных могут быть различного типа. Ограничимся лишь начальными условиями Коши. Для уравнения (1.2) начальные условия имеют вид:

при


(1.3)
Нахождение решения уравнения (1.2), удовлетворяющего начальным условиям, выражающимся системой (1.3), называется задачей Коши. 


Справедлива теорема С. В. Ковалевской: существует единственное аналитическое в окрестности точки решение уравнения (1.2), удовлетворяющее начальным условиям (1.3), если функции являются аналитическими в этой окрестности, а функция f является аналитической в окрестности начальных значений своих аргументов: 




Имеет место следующее замечание: функцияназывается аналитической в окрестности некоторой точки, если в каждой точке этой окрестности она представима в виде суммы степенного ряда по целым неотрицательным степеням своего аргумента. Ясно, что такая функция в указанной окрестности имеет производные любого порядка.
Любое дифференциальное уравнение в частных производных имеет бесконечное множество решений. Наибольший интерес представляют решения, удовлетворяющие дополнительным условиям. Эти условия называют краевыми условиями и заключаются в указании поведения решения на некоторой граничной линии (поверхности) или в ее непосредственной окрестности. С этой точки зрения начальные условия представляют собой краевые условия во времени. Краевые условия используются для выбора частного решения из бесконечного множества решений. Практически любая задача, описывающая физический процесс и сформулированная в терминах дифференциальных уравнений в частных производных, включают в себя краевые условия.
Задание, связанное с нахождением решения уравнения, удовлетворяющего заданным начальным и краевым условиям, обычно формулируются в виде: «Найти решение задачи (Дирихле, Коши, Неймана) для определенного уравнения в определенной области»
2. [bookmark: _Toc57041979]Дифференциальные уравнения в частных производных первого порядка

В общем виде уравнение первого порядка может быть записано как:

(2.1)

где - неизвестная функция.
Уравнение (2.1) называется линейным, если неизвестная функция и ее частные производные входят в это уравнение в первой степени, т. е. линейно. Такое уравнение может быть приведено к виду:

 (2.2)


Будем предполагать, что в уравнении (2.2) функциинепрерывны в некоторой области. Кроме того, функциив этой области имеют ограниченные частные производные и ни в одной точке этой области не обращаются в нуль одновременно. 

Если, то уравнение (2.2) принимает вид:

 (2.3)
и называется однородным.
Соответственно, уравнение (2.2) называется – неоднородным.

Рассмотрим для начала линейное однородное уравнение первого порядка, в котором неизвестная функция является функцией двух переменных x и y, т. е., и которое не содержит явно неизвестную функцию. В соответствии с (2.3) такое уравнение может быть записано в виде:

 (2.4)
Наряду с уравнением (2.4) рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений, которую принято называть характеристической системой для уравнения (2.4):

 (2.5)



Функция, не сводящаяся тождественно к постоянной, называется первым интегралом системы (2.5), если при подстановке в нее любого решения этой системы получается постоянная величина, зависящая только от выбора решения. Первый интеграл принято записывать в виде. Для нахождения первого интеграла системы (2.5) поступают следующим образом. Исключают параметр t из системы (2.5). В результате получается эквивалентное системе (2.5) уравнение:

. (2.6)



Если - общее решение уравнения (2.6), то выразив постоянную величину C через x, y, получают первый интеграл системы (2.5). Если решение уравнения (2.6) получается в виде общего интеграла, то поступают аналогичным образом.
Имеет место следующая теорема:


Пусть, где C – произвольная постоянная, является первым интегралом системы (2.5). Тогда функцияявляется решением уравнения (2.4). 
Доказательство.


Пусть - какое-нибудь решение системы (2.5). Тогда по определению первого интеграла.
Продифференцируем это равенство. В соответствии с правилом дифференцирования сложной функции нескольких переменных:

. (2.7)
С учетом (2.5) соотношение (2.7) запишется в виде:

. (2.8)

Как видим, выражения (2.8) и (2.4) с точностью до обозначений полностью совпадают. Кроме того, (2.8) справедливо для любого решения системы (2.5), т.е. оно справедливо для x, y из области определения уравнения (2.4). Следовательно, - решение (2.4)
Справедлива и обратная теорема:


Пусть - решение уравнения (2.4). Тогда является первым интегралом системы (2.5).
Доказательство.

Подставим в функцию какое-нибудь решение системы (2.5) и возьмем полную производную от полученного выражения:

.

Так как - решение уравнения (2.4), то правая часть в последнем выражении тождественно равна нулю, т. е.:

. (2.9)


Но соотношение (2.9) является необходимым и достаточным условием того, чтобы. Таким образом, - первый интеграл системы (2.5).



Известно, что если - первый интеграл системы (2.5), то, где Ф – произвольная функция, также является первым интегралом системы (2.5). Из доказанных теорем следует тогда, что - общее решение уравнения (2.4).
Примеры линейных однородных уравнений в частных производных первого порядка:
1. 

2. 

3. 


Теперь рассмотрим линейное неоднородное уравнение в частных производных первого порядка, в котором неизвестная функция является функцией двух переменных. 

. (2.10)
Решение уравнения (2.10) получим, рассмотрев вначале более общее уравнение:

. (2.11)






Это уравнение называется квазилинейным неоднородным уравнением в частных производных первого порядка. Это уравнение линейно относительно частных производных, но может быть нелинейным относительно неизвестной функции. Если и, т. е.  и не зависят от переменной z, а, уравнение (2.11) переходит в (2.10).
Решение уравнения (2.11) будем искать в виде неявной функции:

, (2.12)
где C – произвольная постоянная. В соответствии с правилом дифференцирования неявных функций:

. (2.13)
Подставив эти выражения в уравнение (2.11), получим:

. (2.14)
Сравнивая уравнение (2.10) и линейное однородное уравнение вида:

, (2.15)

замечаем, что уравнение является линейным однородным уравнением относительно функции трех переменных. Записав для уравнения (2.14) характеристическую систему в симметричном виде:




и найдя два независимых первых интеграла и этой системы, получим общее решение уравнения (2.11):

, (2.21)
где Ф – произвольная функция.

Если окажется, что переменная z входит только в один из первых интегралов, например, в φ2, то общее решение уравнения (2.11) можно записать в виде, где f – произвольная функция.
Примеры линейных неоднородных уравнений в частных производных первого порядка:
1. 

2. 




3. [bookmark: _Toc57041980]Дифференциальные уравнения в частных производных второго порядка



Пусть- неизвестная функция и - заданные функции двух независимых переменных x и y. 
Дифференциальное уравнение вида:

(3.1)
называется линейным уравнением в частных производных второго порядка. 


Если функции зависят не только от переменных x и y, но и от неизвестной функции, то уравнение (3.1) называется квазилинейным. 
Введем новые переменные ξ и η с помощью соотношений:

(3.2)
и будем предполагать, что функциональный определитель (определитель Якоби): 
 (3.3)
отличен от нуля.
В этом случае у преобразования (3.2) существует обратное преобразование, т.е. из системы (3.2) можно получить:

(3.4)
В соответствии с правилом дифференцирования сложных функций нескольких переменных имеем:

Аналогично,


Подставим в уравнение (3.1) полученные выражения для производных. В результате это уравнение примет вид:

, (3.5)
где

(3.6)







Выберем одну из переменных ξ или η таким образом, чтобы один из коэффициентов или в уравнении (3.5) обратился в нуль, т. е. чтобы уравнение (3.5) кроме смешанной производной содержало еще только одну частную производную второго порядка: или, или. Например, потребуем, чтобы. Тогда переменнаядолжна быть решением уравнения:

. (3.7)
Умножим уравнение (3.7) на a11 и после этого представим получившееся выражение как разность квадратов. Тогда уравнение (3.7) можно переписать в виде:

.
Как видим, решение уравнения (3.7) сводится к решению совокупности двух линейных однородных уравнений в частных производных первого порядка:
 (3.8)
Общий интеграл каждого из уравнений (3.8) находится интегрированием соответствующих уравнений для характеристик:
 (3.9)

Решение уравнений (3.9) существенно зависит от знака подкоренного выражения. Именно по знаку этого выражения определяется тип уравнения (3.1). Принята следующая классификация уравнений в частных производных второго порядка.
Уравнение (3.1) в точке M называется уравнением:
1) 
гиперболического типа, если;
2) 
параболического типа, если;
3) 
эллиптического типа, если.
Примеры:
1. 
;

. Таким образом, данное уравнение является дифференциальным уравнением второго порядка гиперболического типа;
2. 
;

. Таким образом, данное уравнение является дифференциальным уравнением второго порядка параболического типа;
3. 
;

. Таким образом, данное уравнение является дифференциальным уравнением второго порядка эллиптического типа.
[bookmark: _Toc57041981]Глава II. Примеры решения дифференциальных уравнений в частных производных первого и второго порядка

1. [bookmark: _Toc57041982]Примеры решения дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка: задача Коши

Рассмотрим следующее квазилинейное уравнение:

 (1)

с дополнительными условиями, которые определяют вид функции на некоторых поверхностях. Примерами таких краевых условий могут служить уравнения:


Нахождение частного решения уравнения, удовлетворяющего краевым условиям, называется задачей Коши. Процедура решения задачи Коши включает в себя два этапа, на первом из которых отыскиваются независимые интегралы и определяется общий интеграл дифференциального уравнения: 

. (2)
Затем из системы уравнений, включающей в себя первые интегралы и краевые условия, исключаются переменные x, y, z. Результатом является уравнение вида:

, (3)



где - произвольные константы. Заменяя в этом уравнении константыфункциями, получаем решение задачи Коши.
Проиллюстрируем ситуацию на конкретных примерах. 
Пример 1. Найти частное решение однородного уравнения

,

удовлетворяющего условию:.
Составим уравнение характеристик: 

.

Решение этого линейного уравнения дает первый интеграл: .
Общее решение уравнения имеет вид: 

.



Учитывая краевое условие, согласно которомупри, получаем решение: . Следовательно,

.
Пример 2. Составить уравнение поверхности, определяемой уравнением



и проходящей через линию пересечения поверхностей.
Выделим интегрируемые комбинации из уравнений характеристик:



Общий интеграл уравнения: .
Тогда общее решение уравнения: 

.

Вид функции φ определяется краевым условием: :

.

Полагая, получим функциональное уравнение для функции φ:

.
Следовательно, искомая поверхность описывается уравнением:

.
2. [bookmark: _Toc57041983]Задача приведения дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка к каноническому виду

В данном пункте мы будем ссылаться на уже известный материал из пункта 3 главы I нашей работы, в частности – на формулы, имеющие следующую нумерацию: (3. …)
Напомним, что характеристическим уравнением линейного уравнения в частных производных второго порядка называют обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка:

 (1)




Так как x и y – независимые переменные, то всегда можно считать, что. Поэтому уравнение (1) можно рассматривать как квадратное уравнение относительно. Разрешив это уравнение относительно y', получим пару уравнений (3.9). Пустьиобщие интегралы этой пары. Их принято называть характеристиками линейного уравнения (3.1).
1. 





Для уравнений гиперболического типаи, следовательно, правые части уравнений (3.9) действительные и различные. Семейства характеристик уравнения (3.1) определяются общими интеграламииуравнений (3.9). Положим, тогда коэффициенты иобратятся в ноль и уравнение (3.5) примет вид:

 (2)
Уравнение (2) называется канонической формой уравнения гиперболического типа. 
2. 







Для уравнений параболического типа, и оба уравнения (3.9) принимают вид. Пусть это уравнение имеет общий интеграл. Положим, где - любая функция, но такая, что определитель Якоби. В этом случае, как отмечено выше, у преобразования (3.2) существует обратное преобразование (3.4). Еслиявляется линейной функцией своих аргументов, то в качестветакже удобно выбрать линейную функцию. 

Так как, то соотношения (3.6) можно переписать в виде:


Уравнение (3.5) приводится к виду:

 (3)
Уравнение (3) называется канонической формой уравнения параболического типа.
3. 


Для уравнения эллиптического типаи, следовательно, правые части уравнений (3.9) комплексно сопряженные. Если уравнение (3.1) имеет действительные коэффициенты, то комплексно сопряженными будут и общие интегралыиуравнений (3.9) т. е.

.

Положим. Как известно, если линейное дифференциальное уравнение с действительными коэффициентами имеет комплексно сопряженное решение, то в отдельности его действительная и мнимая части также являются решениями этого уравнения. Поэтому в качестве новых переменных выберем α и β. Кроме того, имеем: 




Отсюда следует, что, а. Следовательно, уравнение (3.5) приводится к виду:

(4)
Уравнение (4) называется канонической формой уравнений эллиптического вида.
Пример. Привести к каноническому виду уравнение



Решение. Определим тип уравнения: , значит, уравнение параболического типа. 
Выписываем характеристическое уравнение:

.

Делаем замену: .
Тогда: 


Подставляем в исходное уравнение и получаем канонический вид:


или:

.

[bookmark: _Toc57041984]Заключение

Дифференциальные уравнения имеют не только математическое, но и огромное прикладное значение, являясь мощным орудием исследования многих задач естествознания и техники: они широко используются в механике, астрономии, физике, во многих задачах химии, биологии. Это объясняется тем, что весьма часто законы, которым подчиняются те или иные процессы, записываются в форме дифференциальных уравнений, а сами эти уравнения, таким образом, являются средством для количественного выражения этих законов.
В рамках проделанной нами работы были изучены основные положения теории дифференциальных уравнений в частных производных, в особенности – дифференциальных уравнений в частных производных первого и второго порядков. Нами были рассмотрены задачи, которые неоднократно встречаются при изучении данной темы: это задача Коши (дифференциальные уравнения в частных производных первого порядка) и задача приведения дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка к каноническому виду.  
В ходе работы была достигнута сформулированная цель исследования и решены необходимые задачи. Результаты проделанной работы можно использовать при решении как математических и физических, так и других задач прикладного характера.   
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