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Введение
Тензорное исчисление до последнего времени изучалось в университетах. Однако, в настоящее время невозможно заниматься научными исследованиями в области гидромеханики, электротехники и теории упругости, не будучи знакомым с зарубежной литературой, где тензорное исчисление нашло широкое применение. 
Без использования координатных систем изучение и описание задач геометрии и физики было очень сложно. Введение Декартом системы координат совершило революцию в математике и её приложениях. Следующий шаг был сделан при введении векторного исчисления. При этом для решения алгебраических и геометрических задач было достаточно введения двух понятий – скаляра и вектора. Но для решения физических задач, например, задач теории упругости и гидродинамики требуются более сложные величины – тензоры. Тензорное исчисление возникло при разработке теории относительности и затем стало незаменимым методом, используемым в дифференциальной геометрии. Вслед за этим тензорное исчисление стало применяться всё шире и шире, потому что оно позволяет исследовать свойства изучаемых величин путём выделения инвариантов. Инвариантами называются те зависимости, которые не меняются при переходе из одной системы координат в другую. Так как законы физики и механики не зависят от способа описания, то для выявления основных свойств изучаемого явления требуется доказательство их независимости от координатной системы. Именно поэтому необходим способ перехода из одной системы координат в другую, как для геометрических зависимостей, так и для дифференциальных и интегральных уравнений. Таким образом, преобразование систем координат является основным методом тензорного исчисления. 
Независимость описания от выбора системы координат является не единственным требованием, предъявляемым к изучаемым величинам и законам. Так как физические величины имеют размерность, то нужно, чтобы входящие в уравнение в виде слагаемых величины имели одинаковую размерность. В тензорном исчислении это обеспечивается равенством рангов входящих в уравнение тензоров. 
В отличие от специальных разделов математики, таких, как дифференциальные и интегральные уравнения, математическая физика, механика и т.д., тензорное исчисление представляет собой общий метод описания, одинаково применимый в любом разделе физики и математики. 
При составлении данного пособия учитывалась необходимость повторения основных понятий векторного анализа, теории поля и гидромеханики, поэтому многие разделы излагаются, может быть, с излишними промежуточными выкладками и приведением простейших рисунков. Это пособие должно помочь читать специальную литературу, в которой используется тензорное исчисление. 
В трёх приложениях в конце пособия в виде таблиц систематизированы сведения, облегчающие освоение основных геометрических и физических величин в тензорных обозначениях.


1. Тензоры в механике сплошных сред
Предметом изучения тензорного анализа является исследование инвариантных характеристик геометрических объектов и физических величин при переходе от одной системы координат к другой. 
Тензорный анализ для механика – это математический аппарат, с помощью которого не только сокращаются математические выкладки, но и концентрируется физическая идея, так как использование тензорного анализа позволяет отодвинуть на второй план сложную геометрическую картину физического явления. 
Механика сплошной среды (жидкости) имеет дело с величинами, которые не зависят от системы координат. Математически такие величины представляются тензорами. Тензор в каждой системе координат определяется совокупностью величин, которые называются его компонентами. Если заданы компоненты тензора в одной системе координат, то можно определить его компоненты в любой другой системе координат. (1)
Физические законы механики сплошной среды выражаются тензорными уравнениями. Вследствие линейности и однородности тензорных преобразований тензорные уравнения, верные в одной системе координат, верны и в любой другой. 
Впервые систематическое изложение тензорного исчисления было выполнено Г. Риччи (G. Ricci) и Леви-Чевита (Levi-Civita) в 1901 году. Термин «тензор» (напряжение) употребляется в механике при описании упругих деформаций тел, а в механике сплошной среды для описания давлений и касательных напряжений. (1)


2. Задача, приводящая к понятию тензора
В механической системе реакция связей связана с конструкцией, а в жидкости – это реакция связей (напряжений) между жидкими частицами. Для изучения этих связей в жидкости выделим элементарный объём , ограниченный поверхностью площади  . (2)
[image: ]
(Рис 1.) Схема давлений.

Гидродинамическое давление в вязкой жидкости представляют в векторном виде как геометрическое уравнение
						(1)
Вектор давления  составляет с нормалью угол  . Тогда нормальное давление можно записать в виде (рис. 1)
						(2)
Угол  неизвестен, поэтому нормальное давление в данной точке  можно представить в зависимости от трёх составляющих давления ,  спроектировав их на нормаль и сложив проекции. Вводятся следующее обозначения косинусов углов

Отсюда получается сумма
		(3)
Замечание 1. Здесь следует помнить, что направление сил, тоже неизвестно, потому что они не параллельны осям 
Следовательно, для решения задачи необходимо знать проекции . В векторном виде эти проекции представляются так:
						(4)
Здесь  - нормальные давления на гранях тетраэдра, перпендикулярные плоскостям  соответственно, а касательные напряжения на тех же гранях тетраэдра представляются как векторы, параллельные граням, причём справедливы равенства
					(5)
Из этих компонентов давления составляются уравнения равновесия сил поверхностных давлений
				(6)
Поделив все уравнения (6) на  , получают эту систему через косинусы углов в виде
		(7)

Замечание 2. Гидродинамическое давление определяется тремя нормальными давлениями  и тремя касательными напряжениями . Подставляя (7) в уравнение (3), получают 
	(8)
Здесь получается тензор напряжений в виде
					(9)
который характеризует состояние жидкости с помощью входящих в него девяти величин.


3. Основные понятия и определения тензора
Если скаляр – это величина, которая характеризуется одним числом, не зависящим от систем координат, то для описания вектора требуется три числа, зависящие от системы координат. (2)
Замечание 1.1 Простота или сложность решения физических задач часто зависит от выбора системы координат, и переход из одной системы координат в другую является одной из важных составляющих процесса решения.
Например, как видно из описанного выше примера, для описания напряжений в теле или в жидкости требуется девять чисел, которые записываются в виде матрицы третьего порядка.
Определение 1.1 Числа (или функции), которые полностью определяют величину в какой-то системе координат, называются компонентами этой величины. 
Замечание 2.1 В общем случае компоненты могут быть функциями времени и координат.
Изучаемые величины можно рассматривать в системах координат с разным началом и с разной ориентацией. Но в каждой системе координат компоненты определяют одну и ту же величину. Именно поэтому перевод величины из одной системы координат в другую не может быть произвольным. При этом закон описания компонент изучаемой величины не должен зависеть от системы координат.
Определение 2.1 Требование неизменности закона зависимости изучаемой величины от компонент при переходе от одной системы координат к другой называется требованием инвариантности. (3)
Замечание 3.1 Практически решение физических задач чаще всего сводится к отысканию инвариантов, то есть величин, которые не зависят от системы координат и от применяемых методов решения.
Исходя из определения 1.1, удобно рассматривать задаваемые в виде матриц компоненты некой величины как тензоры различных рангов.


3.1 Более строгое определение тензора
Определение 1 (определение ковариантного вектора). 
Если для каждой системы координат  определена совокупность функций  , так что для системы координат  мы имеем свою совокупность функций  , и если при преобразовании координат 
 
эти функции преобразуются по следующим формулам 

то мы будем говорить, что совокупность величин  определяет ковариантный вектор, составляющими или компонентами которого они являются. (3)
Определение 2 (определение контравариантного тензора второго ранга). 
Если для каждой системы координат  определена совокупность  функций  , которые при преобразовании координат 
   
испытывают преобразования 

то эти функции определяют контравариантный тензор второго ранга, составляющими которого они являются. (3)
Определение 3 (определение ковариантного тензора второго ранга) 
Если для каждой системы координат  определена совокупность  функций  , которые при преобразовании координат  
 
испытывают преобразования 


то эти функции определяют ковариантный тензор второго ранга, составляющими которого они являются. (3)
Определение 6 (определение смешанного тензора второго ранга) 
Если для каждой системы координат  определена совокупность  функций  , которые при преобразовании координат 
 
испытывают преобразования
 
 то эти функции определяют ковариантный тензор второго ранга, составляющими которого они являются. (3)


4. Тензор инерции
Рассмотрим движение твердого тела , закрепленного в одной точке, которую мы обозначим буквой  и примем за начало координат. В каждый момент времени движение этого тела можно рассматривать оси, проходящей через точку . Линейная скорость точки  этого тела, определяемой радиусом некотором , как известно из механики, будет вычисляться по формуле 

Найдем кинетическую энергию рассматриваемого тела. Для этого выделим элемент тела в окрестности точки . Кинетическая энергия этого элемента будет равна 

Поэтому кинетическая энергия всего тела может быть найдена в виде 

или в виде 
					(1)		
где интегрирование ведется по всему телу , (если тело трехмерное, то интеграл будет тройным; если тело представляет собой кусок поверхности, 10 интегрирование будет вестись по всей этой поверхности; если тело представляет собой некоторую линию, то интеграл будет криволинейным, и, наконец, если тело состоит из конечного числа точечных масс, интеграл превратится в простую сумму). (4)
Преобразуем теперь подынтегральное выражение. Имеем 

Пусть  неподвижный в точке . Запишем разложения векторов  и  по этому базису в виде

Тогда выражения  и  могут быть записаны так:


Поэтому выражение для  принимает вид 

Подставим это выражение в интеграл (1). Здесь переменными интегрирования являются координаты  вектора , а координаты вектора  следует считать постоянными. Поэтому их можно вынести из-под знака интеграла и записать равенство (1) следующим образом:

Это выражение не зависит от координат вектора , так как по ним производится интегрирование, а зависит только от координат вектора . Кинетическая энергия  представляет собой квадратичную форму относительно координат этого вектора. Ее коэффициенты образуют симметричный тензор, умноженный на два, называют тензором инерции тела . Если обозначить компоненты тензора инерции через , то получим для них следующее выражение:
				(2)
Кинетическая энергия вращающегося тела запишется теперь в виде 
						(3)
или в виде 

Где через  обозначен симметричный линейный оператор, порожденный тензором  (4)
Простой подсчет показывается, что формулы (2) для вычисления компонент тензора инерции  могут быть представлены следующим образом:






Величины  являются моментами инерции тела  относительно осей  Величины  носят название полярных моментов инерции. (4)



5. Некоторые свойства кристаллов, связанные с тензорами второй валентности
1. Тензорное исчисление оказывается очень полезным при изучении свойств кристаллов. Это объясняется тем, что при описании многих явлений, таких, как электропроводность, теплопроводность, упругость, кристалл можно рассматривать как однородную сплошную среду, физические свойства которой во всех ее точках одинаковы. Физические свойства кристаллов определяют соотношения между физическими величинами, связанными с кристаллом или воздействующими на него. Естественно считать, что эти физические величины также являются однородными. Например, если изучают тепловые свойства кристалла, то считают, что температура (или градиент температуры) кристалла во всех его точках постоянна; при изучении его электрических свойств считают постоянной напряженность электрического поля; при изучении магнитных свойств – напряженность магнитного поля и т. д.
Различают два типа физических свойств кристалла. Физические свойства, относящиеся к первому типу, не зависят от направления в кристалле. К таким свойствам относятся, например, плотность и теплоемкость кристалла. В силу однородности кристалла эти свойства описываются постоянными скалярными величинами. Плотность, например, характеризует связь между массой и объемом. И так как масса и объем не зависят от направления, то и плотность обладает этим свойством. (5)
Физические свойства второго типа зависят от направления в кристалле. К таким свойствам относится, например, удельная электропроводность, связывающая напряженность электрического поля и плотность тока в кристалле. Говорят, что кристалл анизотропен по отношению к таким свойствам. Эта анизотропность кристалла по отношению к некоторым его свойствам связана с особенностями его молекулярного строения. 
Свойства кристалла, зависящие от направления, могут быть описаны тензорами, если физические величины, воздействующие на кристалл, считать малыми. Покажем это на примере удельной электропроводности кристалла. Пусть  – напряженность электрического тока и  –плотность тока в кристалле, постоянные во всех его точках. Тогда  является функцией от :

Если координаты векторов  и  по отношению к ортонормированному базису  обозначить через  и  то это соотношение может быть переписано в виде 

где - функция, зависящая от трех аргументов , которые можно считать непрерывными и дифференцируемыми функциями. Последнее обстоятельство вытекает из физического смысла функций . Дадим вектору  приращение , одинаковое во всех точках кристалла, тогда вектор  получит приращение , также одинаковое во всех точках кристалла. Поскольку  функции  дифференцируемы, это приращение может быть записано в виде 

где величины  стремятся у нулю при  Считая величины  малыми, можно второе слагаемое этой суммы отбросить и написать 

Так как  и - координаты векторов, то частные производные  представляют собой компоненты тензора второй валентности:

Тензор  называют тензором удельной электропроводности. Таким образом, 
						(1)
При этом уже сами векторы  и  считаются достаточно малыми.
Если обозначить через  линейное преобразование, соответствующее тензору , то соотношение (1) может быть переписано в виде 

где  зависит от начального значения вектора напряженности . В частности, полагая  получим 

Для малых  и . Эти соотношения представляют собой обобщенный закон Ома. (5)
В некоторых случаях зависимость между физическими величинами оказывается линейной не только для малых, но и для любых их значений. Такие зависимости описываются тензорами, не зависящими от начальных значений этих величин.
Но может оказаться, что некоторое свойство кристалла, которое, вообще говоря, является свойством второго типа, для некоторого конкретного кристалла будет одинаковым во всех его направлениях. Такой кристалл называют изотропным по отношению к этому свойству. Например, если кристалл обладает одинаковой электропроводностью во всех направлениях, то говорят, что он изотропен по отношению к этому свойству. Закон Ома в этом принимает вид
,
и тензор удельной электропроводности становится шаровым тензором:

Скаляр  будет удельной электропроводностью кристалла, одинаковой во всех направлениях.
2. Рассмотрим еще один эффект, который описывается тензором второй валентности, - электрическую поляризацию кристалла. Если кристалл диэлектрика находится в однородном электрическом поле напряженности , его молекулы, представляющие собой диполи, стремятся повернуться определенным образом по отношению к направлению вектора . Электрический момент единицы объема такого кристалла называется поляризацией диэлектрика и обозначается буквой . Если диэлектрик изотропен, то вектор  имеет то же направление, что и вектор , и уравнение, связывающее эти два вектора, имеет вид

Где  – коэффициент, характеризующий поляризуемость диэлектрика. 
Если диэлектрик анизотропен, то уравнение, связывающее векторы  и  записывается в виде

где  – тензор поляризуемости диэлектрика.
Наряду с вектором поляризации  диэлектрика рассматривают вектор его электрической индукции, который определяется формулой

Если обозначить координаты вектора  через  то мы получим для них выражение 

Тензор  называется тензором диэлектрической проницаемости диэлектрика. Можно доказать, что тензор , как тензор , является симметричным тензором. Главные значения тензора  называются главными диэлектрическими проницаемостями кристалла. (5)
Если кристалл помещен в однородное  магнитное поле, напряженность которого равна , то он намагничивается. Интенсивность его намагничивания характеризуется вектором , который равен средней плотности магнитного момента молекулярных токов. Для изотропной парамагнитной и диамагнитной среды имеет место соотношение 

где  – коэффициент магнитной восприимчивости. Для парамагнитных кристаллов , а для диамагнитных  Если кристалл анизотропен, то соотношение между векторами  и  описывается симметричным тензором , который называется тензором магнитной восприимчивости. Если  и , то это соотношение принимает вид

Наряду с вектором  при изучении явлений магнетизма рассматривается вектор магнитной индукции , определяемый формулой 

Координаты  этого вектора связаны с координатами  вектора  соотношениями

Тензор  носит название тензора магнитной проницаемости. Этот тензор также симметричен. Его главные значения  называются главными коэффициентами магнитной проницаемости. Если , то кристалл парамагнитен в соответствующем главном направлении; если  то он диамагнитен в этом направлении. (5)


3. Одним из основных свойств кристаллов является наличие у них определенной симметрии. Кристалл оказывается инвариантным относительно конечного числа ортогональных точечных преобразований, образующих группу. Она называется группой точечных преобразований кристалла. По наличию тех или иных видов симметрии кристаллы разделяются на 32 кристаллографических класса.
Все физические свойства кристаллов оказываются связанными с их симметрией.  А именно, элементы симметрии любого физического свойства кристалла должны включать элементы симметрии его точечной группы преобразований. Это утверждение носит названия принципа Неймана и играет важную роль в кристаллофизике. (5)
Рассмотрим, как связаны с симметрией кристалла свойства, описываемые симметричными тензорами второй валентности. Напомним сначала, что осью симметрии кристалла порядка  называется прямая , поворот которой на угол  совмещает кристалл с его первоначальным положением. 
Пусть - симметричный тензор, описывающий некоторое свойство кристалла, и  - его характеристическая поверхность. Если кристалл имеет ось симметрии порядка , то эта ось, согласно принципу Неймана, должна являться осью симметрии такого же порядка и для характеристической поверхности тензора . Если прямая  является осью симметрии второго порядка, то одна из главных осей характеристической поверхности тензора  должна совпадать с прямой . Если же прямая  является осью симметрии порядка , то она должна являться осью вращения для характеристической поверхности, так как поверхность второго порядка, не являющаяся поверхностью вращения, не может иметь осей симметрии порядка выше второго. Следовательно, при  характеристическая поверхность является поверхностью вращения, а сам это тензор имеет два одинаковых собственных значения.
Упомянутые выше кристаллографические классы объединяются в системы по количеству и характеру имеющихся в кристалле осей симметрии. Различают семь кристаллографических систем: кубическую, тригональную, тетрагональную, гексагональную, ромбическую, моноклинную и триклинную. Посмотрим, какие особенности будет иметь форма и расположение характеристической поверхности симметричного тензора  для таких кристаллов должна иметь три оси вращения. Но таким свойством обладает только сфера. Поэтому тензор  для кристаллов кубической системы лишь множителем отличается от единичного тензора. А это означает, что такие кристаллы изотропны по отношению к свойствам, описываемым симметричными тензорами второй валентности. (5)
Кристаллы тригональной, тетрагональной и гексагональной систем имеют по одной оси соответственно третьего, четвертого и шестого порядка. Для таких кристаллов характеристическая поверхность тензора  является поверхностью вращения, ось которой параллельна оси кристалла. Тензор  имеет два одинаковых собственных значения. 
Кристаллы ромбической системы имеют три взаимно перпендикулярные оси второго порядка. Характеристическая поверхность тензора  может быть произвольной поверхностью второго порядка, главные оси которой параллельны осям кристалла. Тензор  может иметь три различных собственных значения. 
Кристаллы моноклинной системы имеют одну ось второго порядка. Характеристическая поверхность тензора  в таком кристалле может иметь произвольную форму, но одна из ее осей должна быть параллельна оси кристалла. 
Наконец, кристаллы триклинной системы не имеют осей симметрии. В таком кристалле характеристическая поверхность может иметь любую форму и любое расположение.  

6. Тензоры напряжений и деформации
Рассмотрим однородное тело, находящееся под воздействием внешних сил. На элемент объема этого тела действуют силы двух типов. К первому типу относятся силы, величина которых пропорциональна объему элемента. Такие силы называются объемными. К ним, например, относятся силы тяжести, силы притяжения, центробежные силы и т. д. Ко второму типу относятся силы, действующие на поверхность элемента со стороны окружающих его частей тела и пропорциональные площади поверхности элемента. Такая сила, отнесенная к единице площади, называется напряжением. Мы будем рассматривать однородное напряжение, считая, что его действие на поверхность элемента определенной формы и ориентации не зависит от положения этого элемента в теле. Будем считать, кроме того, что тело под действием указанных выше сил находится в статическом равновесии. (4)
Пусть -произвольная точка рассматриваемого однородного тела и -содержащий эту точку элемент плоскости , проходящей через точку . Ориентация элемента  определяется единичным вектором , нормальным плоскости  (рис. 2). 
[image: ]
(рис. 2)
Сила , действующая на элемент , будет равна 

где  -  напряжение в точке , соответствующее элементу . Это напряжение будет зависеть от ориентации элемента , т. е. от вектора , так что 

Так как мы рассматриваем однородное напряжение, то эта функция будет одинаковой во всех точках тела.
Оказывается, эта функция  будет линейной вектор-функцией аргумента . Чтобы доказать это, заметим прежде всего, что так как напряжения на разных сторонах одной и той же площадки имеют одинаковую величину и противоположные направления, то функция  удовлетворяет условию 

Рассмотрим далее, ортогональную систему координат с началом в точке  и базисными векторами  Проведем плоскость  параллельно плоскости , так, чтобы она образовала вместе с координатными плоскостями тетраэдр  (рис. 3). 
[image: ]
(рис. 3)
Рассмотрим, какие силы действуют на элемент объема нашего тела, заключенного внутри тетраэдра. На него, во-первых, действует объемная сила , где чрез  обозначена сила, отнесенная к единице объема. Затем на каждую из четырех граней тетраэдра действует сила со стороны окружающих частей тела. Если положить , тона грань  тетраэдра будет действовать сила - , где через  обозначена площадь этой грани. Знак минус в этом выражении стоит потому, что внешняя нормаль к грани  тетраэдра совпадает с вектором - . Точно так же силы, действующие на грани  и  будут равны соответственно -  и , где ,  а  и - площади этих граней. На грань  будет действовать сила , где  и  – площадь треугольника  . Так как рассматриваемый элемент объема находится в статическом равновесии, то имеет место равенство 
			(1)
Первое слагаемое этой суммы имеет более высокий порядок малости, чес остальные. Поэтому им можно пренебречь и написать предыдущее равенство в виде 

Но легко проверить, что

Где  – угол, который нормаль  к плоскости  образует с вектором . Так как вектор  единичный, то . Поэтому равенство (1) можно переписать так:

Запишем разложение векторов  и  по базису 

Подставляя эти разложения в предыдущее равенство и приравнивая коэффициенты при линейно независимых векторах , получим

[bookmark: _GoBack]Это равенство доказывает наше утверждение: напряжение  линейно зависит от нормали  к элементу поверхности, функция  является вектор-функцией, а матрица  этой линейной вектор-функции образует тензор второй валентности, который называют тензором напряжений. (5)


7. Примеры решения задач
№1
Найти компоненты тензора  в базисе 
Решение.  Прежде всего заметим, что данный тензор типа  можно представлять как ковектор, на который умножается любой вектор из . В такой интерпретации его можно изобразить так:


Таким образом:

В нашем случае тензор  действует только на один вектор из и ни на один ковектор из  . Поэтому матрицы перехода сопряжённых базисов нам не понадобятся.

Пишем в матричной форме:



№2
Найти компоненты тензора  в базисе 
Решение. В первую очередь найдем матрицы перехода от  к 

Получаем:


Далее, поскольку данный тензор типа  можно представлять как вектор, на который умножается любой ковектор из , его можно изобразить так:

В нашем случае тензор  действует только на один ковектор из  и ни на один вектор из . Поэтому: 

Перепишем в матричной форме:



№3
Найти компоненты тензора  в базисе  и  определённого равенством , в базисе  и 
Решение. Матрицы перехода от  к  и обратно мы нашли, решая пример №2.


Поскольку данный тензор типа  можно представлять как матрицу, на которую умножается любой вектор из  и ковектор из , его можно изобразить так:

В нашем случае тензор  действует только на один вектор из  и один ковектор из . Поэтому:

Перепишем в матричной форме:


Заключение
Тензорное исчисление, математическая теория, изучающая величины особого рода - тензоры, их свойства и правила действий над ними. Тензорное исчисление является развитием и обобщением векторного исчисления и теории матриц. Тензорное исчисление широко применяется в дифференциальной геометрии, теории римановых пространств, теории относительности, механике, электродинамике и других областях науки. Для описания многих физических и геометрических фактов обычно вводится та или иная система координат, что позволяет описывать различные объекты при помощи одного или нескольких чисел, а соотношения между объектами - равенствами, связывающими эти числа или системы чисел.
Материал курсовой работы может быть использован как при изучении соответствующих разделов дифференциальной геометрии, так и для курса механики. В данной работе достаточно полно изложены основные моменты теории, они иллюстрируются задачами, которые позволяют глубже понять рассматриваемые вопросы. Приведенный список литературы позволяет при необходимости рассмотреть некоторые более сложные моменты теории тензорного исчисления.
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