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[bookmark: _Toc134829902]Введение
На лекции рассмотрим один из наиболее распространенных способов решения систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ): метод квадратных корней.
Метод квадратных корней (метод Холецкого), который преобразует квадратную симметричную матрицу системы уравнений к произведению двух треугольных матриц. Он относится к прямым алгоритмам решения СЛАУ, в этом случае используют специальные упорядочивания для уменьшения ширины профиля исключения, а, следовательно, и уменьшения количества арифметических операций. и является наиболее экономичным среди них, так как по сравнению с более общими методами, такими как метод Гаусса или LU-разложение, этот метод устойчивее численно и требует примерно вдвое меньше арифметических операций.
Метод квадратного корня относят к точным методам, поскольку при предположении, что вычисления проводятся точно (без округления), он позволяет получить точные значения неизвестных. На практике же все вычисления ведутся с округлениями, поэтому значения неизвестных неизбежно будут иметь погрешности.
Вместе с тем существуют системы нормальных уравнений, для решения которых метод квадратных корней использован быть не может. Это системы с плохо обусловленной матрицей коэффициентов, т.е. такие, в которых небольшое изменение свободных коэффициентов приводит к значительным изменениям решения. При их решении возможен срыв вычислений вследствие появления отрицательного подкоренного выражения. Это обстоятельство сужает область применения метода Холецкого и вынуждает использовать другие прямые и итеративные алгоритмы с большей трудоемкостью.
В настоящее время метод квадратных корней широко используется для решения симметричных систем и может быть рекомендован, как один из наиболее эффективных методов.


[bookmark: _Toc134829903]Теоретическая часть
1. [bookmark: _Toc134829904]Основные понятия и определения, связанные с решением систем линейный уравнений [4]
Определение: системой линейных алгебраических уравнений, содержащей  уравнений и  неизвестных, называется система вида 

где числа  называются коэффициентами системы; числа  – свободными членами,  – неизвестными переменные.
Определение: матрица A – матрица, составленная из коэффициентов системы, называется основной матрицей:
,
 – вектор-столбец из неизвестных ,
  – вектор-столбец из неизвестных .
Определение: расширенной матрицей системы называется матрица  системы, дополненная столбцом свободных членов.
Определение: решением системы называется  значений неизвестных , , …, , при подстановке которых все уравнения системы обращаются в верные равенства.
Определение: система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет ни одного решения.
Решить систему – это значит, выяснить, совместна она или несовместна, если совместна, то найти все ее решения.
Переменная  называется разрешенной, если она входит только в одно уравнение системы, причем с коэффициентом 1. Другими словами, в остальных уравнениях коэффициент при переменной  должен быть равен нулю.
Если в каждом уравнении выбрать по одной разрешенной переменной, получим набор разрешенных переменных для всей системы уравнений. Сама система, одну и ту же исходную систему можно свести к разным разрешенным.
Теорема: если в системе из  уравнений переменные  – разрешенные, а – свободные, то:
1. Если задать значения свободными переменными (), а затем найти значения , получим одно из решений.
2. Если в двух решениях значения свободных переменных совпадают, то значения разрешенных переменных тоже совпадают, т.е. решения равны.


2. [bookmark: _Toc134829905]Основные методы линейной алгебры, связанные с решением систем линейных уравнений [3]
В настоящее время имеется большое количество методов численного решения систем линейных уравнений, и работа над их усовершенствованием интенсивно ведется в наши дни.
Методы решения систем линейных уравнений широко используются в задачах математики, экономики, физики, химии и других науках. На практике она позволяют не делать лишних действий, а записать систему уравнений в более компактной форме и сократить время выполнения задач. Поэтому, будущим специалистам очень важно понять основные методы решения и научиться выбирать оптимальный.
Численные методы, решающие указанные задачи, делятся на две группы: точные и итерационные. 
Под точными методами мы подразумеваем методы, которые дают решение задачи при помощи конечного числа элементарных арифметических операций. При этом, если исходные данные, определяющие задачу, заданы точно (например, если они целые или рациональные числа, представленные в виде обыкновенных дробей) и вычисления выполняются точно (например, по правилам действий над обыкновенными дробями), то решение также получается точное. В точных число необходимых для решения задачи вычислительных операций зависит только от вида вычислительной схемы и от порядка матрицы, определяющей данную задачу.
Исторически первым методом этой группы является метод, основанный на идее исключения неизвестных. В применении к решению линейной неоднородной системы алгорифм (нормальный алгоритм Маркова) этого метода, связанный с именем Гаусса, состоит из цепочки последовательных исключений, посредством которых данная система превращается в систему с треугольной матрицей, решение которой не составляет труда.  
В настоящее время разработано много различных вычислительных схем метода Гаусса для решения задач.
Среди этих схем следует отметить так называемые компактные схемы, требующие минимальной записи или запоминания промежуточных результатов. В компактных схемах используется операция накопления, т.е. вычисления сумм вида . Применение этой операции с двойной точностью, т.е. с сохранением всех значащих цифр отдельных слагаемых с округлением лишь после окончания суммирования, значительно снижает ошибки округления.
Близким к методу Гаусса является метод, основанный на идее окаймления. В основе последовательно вложенных друг в друга матриц, начиная с матрицы первого порядка. 
Различные модификации метода исключения, также как и метод окаймления, по существу связаны с разложением матрицы в произведение двух треугольных матриц.
К точным методам обращения матриц относится и метод, основанный на идее постепенного изменения обращаемой матрицы с внесением последовательно поправок к обратной (метод пополнения).
В последние годы получили большое распространение точные методы, основанные на идее построения вспомогательной системы векторов, ортогональных в той или иной метрике.
Итерационные методы доставляют средство для приближенного решения системы линейных уравнений. Решение системы при помощи итерационных методов получается, как предел последовательных приближений, вычисляемых некоторым единообразным процессом. При применении итерационных методов существенным является не только сходимость построенных последовательных приближений, но и быстрота сходимости. В этом отношении каждый итерационный метод не является универсальным; давая быструю сходимость для одних матриц, он может сходиться медленно или даже совсем не сходиться для других матриц. Поэтому при перемещении итерационных методов важную роль играет предварительная подготовка системы, т.е. замена данной системы ей эквивалентной, устроенной так, чтобы для нее выбранный процесс сходился по возможности быстро, а также различные приемы ускорения.
Вследствие неизбежных округлений результаты даже точных методов являются приближенными, причем оценка погрешностей корней в общем случае затруднительна. При использовании итерационных процессов, сверх того, добавляется погрешность метода. 
Заметим, что эффективное применение итерационных методов существенно зависит от удачного выбора начального приближения и быстроты сходимости процесса.
[bookmark: _Toc59315831]

3. [bookmark: _Toc134829906]Метод квадратного корня
Пусть дана линейная система 
 ,                                                      (1)
где  – симметричная матрица, т.е. . Тогда матрицу  можно представить в виде произведения двух транспонированных между собой треугольных матриц
,                                                    (2)
где 
[bookmark: _Hlk134809695] и .
Произведя перемножение матриц  и , для определения элементов  матрицы  получим следующие уравнения:

Отсюда последовательно находим:
                              (3)
Система (1) имеет единственное решение, если  (, так как тогда
.
Коэффициенты матрицы  будут действительны, если . [1]
При наличии соотношения (2) уравнение (1) эквивалентно двум уравнениям: 
 и ,
или в раскрытом виде 
                                 (4)
                                 (5)
Отсюда последовательно находим:
                                      (6)

                                  (7)
В схеме применяется обычный контроль, причем при составлении контрольных элементов мы учитываем все элементы матрицы. Аналогично компактной схеме контрольным равенством является 

В методе квадратных корней приходится записывать только  элементов матрицы t и 2n компонент векторов y и x.
Вычисление элементов  (также как и элементов  и  ) производится последовательно по строкам. Любой диагональный элемент вычисляется как корень квадратный из разности между соответствующим элементом a и суммой квадратов всех вычисленных элементов , находящихся в том же столбце. Недиагональный элемент  получается вычитанием из элемента  суммы произведений соответствующих элементов , взятых из столбцов с номерами i и j. Полученная разность делится на диагональный элемент строки.
Обратный ход происходит по формулам (7).
Прямой ход метода квадратных корней равносилен приведению квадратичной формы с матрицей  к сумме квадратов посредством преобразования переменных с треугольной матрицей.
Если  положительно-определенная матрица, то метод квадратных корней протекает без всяких осложнений. Если же  не положительно-определенная, то возможно вырождение процесса за счет того, что некоторый коэффициент  может оказаться равным нулю или близким к нулю. Может оказаться также, что подкоренные выражения для некоторых  окажутся отрицательными. Однако это не внесет существенных затруднений.
Изложенный способ решения линейной системы носит название метода квадратных корней. Так как матрица  – симметрическая, а матрица  – верхняя треугольная, то в вычислительной схеме можно записывать только  верхних коэффициентов  и  (. При вычислениях применяется обычный контроль с помощью сумм, причем при составлении суммы учитываются все коэффициенты соответствующей строки.
Заметим, что если для некоторой -й строки имеем , то соответствующие элементы  будут мнимыми. Метод формально применим и в этом случае.
[bookmark: _Toc39087839]При практическом применении метода квадратных корней прямым ходом с помощью формул (3) и (6) последовательно вычисляются коэффициенты  и  (, а затем обратным ходом с помощью формулы (7) находятся неизвестные  . [2] 


[bookmark: _Toc134829907]Практическая часть
1. [bookmark: _Toc134829908]Примеры решения задач
Задача №1
Пусть дана система линейных уравнений:

Решение:
Этой системе соответствуют: матрица коэффициентов  и столбец свободных членов :


Найдем элементы матрицы . Таким образом, получим:



 и .
Таким образом, матрица  раскладывается в произведение матриц  и , т.е. .
Решим систему .

.
Решим систему .
;
.
Ответ: . 

Задача №2
Пусть дана система линейных уравнений:

Решение:
Этой системе соответствуют: матрица коэффициентов  и столбец свободных членов :


Найдем элементы матрицы . Таким образом, получим:
 
 
 
 и .
Таким образом, матрица  раскладывается в произведение матриц  и , т.е. .
Решим систему .

.
Решим систему .
 
.
Ответ: . 



2. [bookmark: _Toc134829909]Список заданий для выполнения со студентами
1. 
Ответ: . 
2. 
Ответ: .
3. 
Ответ: .
4. 
Ответ: .
5. 
Ответ: .
6. 	
Ответ: . 


3. [bookmark: _Toc134829910]Домашнее задание
1. 
Ответ: .
2. 
Ответ: .
3. 
Ответ: .
4. 
Ответ: .
5. 
Ответ: .
6. 
Ответ: .



[bookmark: _Toc134829911]Заключение
Метод квадратного корня (метод Холецкого) является одним из прямых методов решения систем линейных алгебраических уравнений. Однако этот метод не такой универсальный, как метод Гаусса: для применения этого метода матрица системы линейных уравнений должна быть невырожденной и симметричной.
Метод Холецкого обладает рядом ценных качеств, которые позволяют предпочесть его методу Гаусса, если требуется решить систему линейных алгебраических уравнений с симметричной и положительно-определенной матрицей.
Также метод квадратных корней требует вдвое меньше вычислительных затрат по сравнению с методом Гаусса.
Учет симметричности матрицы  позволяет экономично использовать память ЭВМ при записи исходных данных задачи и результатов вычислений. Действительно, для задания матрицы  достаточно ввести в память ЭВМ только элементы, расположенные на главной диагонали и под ней. 
В результате нижняя треугольная матрица может быть расположена в той области памяти, где первоначально хранилась нижняя треугольная часть матрицы . Применения для решения (1) методом Гаусса потребовало бы использования примерно вдвое большего объёма памяти.
Безусловным достоинством метода Холецкого является также его гарантированная устойчивость.
В настоящее время метод квадратных корней широко используется для решения симметричных систем и может быть рекомендован, как один из наиболее эффективных методов.
Метод квадратного корня более удобен и экономичен по сравнению с методом Гаусса. Он легко программируется. Алгоритм этого метода основан по формулах (4), (5), (6) и (7).
Подводя итоги, можно сделать следующий вывод. Точность решения зависит как от обусловленности, разреженности и мерности матрицы, так и в целом комбинация этих составляющих влияет на точность полученного решения. Хотя в некоторых случаях однозначного ответа дать невозможно, так как точность зависит еще и от того, насколько громоздки были вычисления, и как много требовалось округлений, а также все ли были учтены недочеты. А также если корни будут близки к целым корням, то и точность решения будет выше.


[bookmark: _Toc134829912]
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