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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Î÷åíü ìíîãèå îáëàñòè íàóêè è òåõíèêè ñâÿçàíû ñ âîëíîâûìè
ïðîöåññàìè. Ïðè èññëåäîâàíèè îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â
ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
çàäà÷. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïîòðåáîâàëîñü ïðèâëå÷åíèå
ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîíÿòèé è ìåòîäîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âïîëíå îïðåäåëèëàñü êàê äèñöèïëèíà, ïîñâÿùåííàÿ
èçó÷åíèþ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ.

Çàäà÷åé ôèçèêè äèýëåêòðèêîâ ïðåæäå âñåãî ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå
çàêîíîìåðíîñòåé è ñîçäàíèå òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ è âåùåñòâà, íà îñíîâå êîòîðîé ìîæíî íå òîëüêî îáúÿñíÿòü
ñàìè ÿâëåíèÿ ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, íî è ïðîãíîçèðîâàòü ñâîéñòâà è
ïîâåäåíèå äèýëåêòðèêîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, à òàêæå
ðàçðàáàòûâàòü ðàçëè÷íûå ìàòåðèàëû ñ çàðàíåå çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Òåðìèí ¾äèýëåêòðèê¿ âïåðâûå ââåë Ì. Ôàðàäåé â 1837
äëÿ õàðàêòåðèñòèêè âåùåñòâ, â êîòîðûå ïðîíèêàåò ýëåêòðè÷åñêîå
(ýëåêòðîìàãíèòíîå) ïîëå. ×àùå âñåãî ïîä äèýëåêòðèêàìè ïîíèìàþò
âåùåñòâà, ÷åðåç êîòîðûå â èäåàëüíîì ñëó÷àå íå ïðîõîäèò, à íà
ïðàêòèêå ïëîõî ïðîõîäèò ýëåêòðè÷åñêèé òîê. Ýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà
äèýëåêòðèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èõ ñïîñîáíîñòüþ ê ïîëÿðèçàöèè âî
âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå. Èññëåäîâàíèå äèýëåêòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
êàñàåòñÿ õðàíåíèÿ è ðàññåèâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ýíåðãèè â
ìàòåðèàëàõ. Ïîíÿòèå ¾äèýëåêòðèê¿ âàæíî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ÿâëåíèé â ýëåêòðîíèêå, îïòèêå, ôèçèêå òâåðäîãî òåëà è êëåòî÷íîé
áèîôèçèêå.

Äèýëåêòðè÷åñêèé ñëîé - ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç íåñêîëüêèõ
äèýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ-ñëîåâ, â êîòîðîì èíòåðôåðåíöèîííûå
ñâîéñòâà ñòðóêòóðû, ñîñòàâëåííîé èç ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íûìè
ïîêàçàòåëÿìè îòðàæåíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îòðàæåíèÿ, ïðîïóñêàíèÿ
èëè ïîãëîùåíèÿ â ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíàõ äëèí âîëí. Äèýëåêòðè÷åñêèé
ñëîé - ïîíÿòèå, îòíîñÿùååñÿ ê ñòðóêòóðàì, ñîñòîÿùèì èç áîëåå ÷åì
÷åòûðåõ ñëîåâ äèýëåêòðèêà èëè êîìïîçèöèîííûõ ñëîåâ â ñòðóêòóðå
äèýëåêòðèê - ìåòàëë. Ôàêòè÷åñêè äèýëåêòðè÷åñêèé ñëîé ÿâëÿåòñÿ
ñàìûì ïðîñòûì âîëíîâîäîì (ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ).

Äèýëåêòðè÷åñêèé âîëíîâîä - ñòåðæåíü èç äèýëåêòðèêà èëè
êàíàë âíóòðè äèýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû, âäîëü êîòîðûõ ìîãóò
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íàïðàâëÿåìûå èìè ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Â

4



äèàïàçîíå ñàíòèìåòðîâûõ è ìèëëèìåòðîâûõ âîëí äèýëåêòðè÷åñêèé
âîëíîâîä îáû÷íî ïðèìåíÿþò â êà÷åñòâå êîðîòêèõ òðàêòîâ, ñâÿçûâàþùèõ
îòäåëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû óñòàíîâîê (íàïðèìåð, äëÿ ïîäâîäà
ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ê èçëó÷àòåëÿì - àíòåííàì).

Ôîðìà äèýëåêòðè÷åñêîãî âîëíîâîäà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, íî
íàèáîëåå ÷àñòî èçãîòàâëèâàþò äèýëåêòðè÷åñêèå âîëíîâîäû êðóãëîãî,
ýëëèïòè÷åñêîãî è ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèé. Míîãèå äèýëåêòðè÷åñêèå
âîëíîâîäû, îñîáåííî ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ïðèìåíÿåìûõ â âîëîêîííîé
îïòèêå ñâåòîâîäîâ, èìåþò íåîäíîðîäíóþ ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ
äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü, êàê ïðàâèëî, ìîíîòîííî óáûâàþùóþ
îò öåíòðàëüíîé îñè ê ïåðèôåðèè. Äèýëåêòðè÷åñêèå âîëíîâîäû
âñòðå÷àþòñÿ è â ïðèðîäíûõ óñëîâèÿõ áëàãîäàðÿ âîçíèêíîâåíèþ
åñòåñòâåííîãî íåîäíîðîäíîãî ïðîôèëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè,
íàïðèìåð, èç-çà íåîäíîðîäíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ïëàçìû â
èîíîñôåðå, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñâåðõäàëüíåå ðàñïðîñòðàíåíèå ðàäèîâîëí ñ
ìàëûì îñëàáëåíèåì ñèãíàëà. Ïðè îáëó÷åíèè íåëèíåéíîãî äèýëåêòðèêà
èëè ïëàçìû ìîùíûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè âíóòðè ýòèõ
ñðåä ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ñàìîïîääåðæèâàþùèåñÿ äèýëåêòðè÷åñêèå
âîëíîâîäû, íî îíè íå îáëàäàþò äîñòàòî÷íûì çàïàñîì óñòîé÷èâîñòè è
èõ òðóäíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàïðàâëåííîé ïåðåäà÷è ýíåðãèè.

Âàæíûé êëàññ ñóùåñòâåííî âåêòîðíûõ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷
� ýòî çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â âîëíîâåäóùèõ ñòðóêòóðàõ. Â
êóðñîâîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîìïëåêñíûõ
âîëí â äèýëåêòðèêå ñ ïîãëîùåíèåì. Àêòóàëüíîé çàäà÷åé ïðè èçó÷åíèè
âîëíîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âîëí, ñóùåñòâóþùèõ â ñòðóêòóðå.

Â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ðàáîòû ÿ ðàññêàæó îá îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ
è îïðåäåëåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí,
TE-âîëí, ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
ìåòîäîì ïðèñòðåëêè.

Â ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè áóäåò ðàññìîòðåí ÷èñëåííûé ìåòîä
ðàñ÷åòà ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ TE-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí â ñëîå,
çàïîëíåííîì äèýëåêòðèêîì ñ ïîãëîùåíèåì. Ðàñ÷åòû áóäóò ïðîèçâåäåíû
íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ. Â èòîãå êóðñîâîé ðàáîòû áóäóò íàéäåíû:
êîìïëåêñíûå è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âûòåêàþùèå âîëíû, êîìïëåêñíûå
è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R3, c äåêàðòîâîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò Oxyz è çàïîëíåííîå èçîòðîïíîé ñðåäîé áåç èñòî÷íèêîâ,
èìåþùåé äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü εcε0 ≡ const è ìàãíèòíóþ
ïðîíèöàåìîñòü µ0 ≡ const, ãäå ε0 è µ0 - äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû,
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ÷åðåç ñëîé

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è. Ñëîé. Ãðàíèöà x = 0 è x = h - ïðîåêöèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.
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Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëÿ ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿò îò âðåìåíè
êàê e−iωt, ãäå ω > 0 - êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ âèäà

E =
(
Ex(x)e

iγz, Ey(x)e
iγz, Ez(x)e

iγz
)
,

H =
(
Hx(x)e

iγz, Hy(x)e
iγz, Hz(x)e

iγz
)
,

ãäå γ � íåèçâåñòíûé êîìïëåêñíûé (ñïåêòðàëüíûé) ïàðàìåòð.
Îïðåäåëåíèå ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ

íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà çàâèñÿùèõ îò
êîîðäèíàòû z, âäîëü êîòîðîé ñòðóêòóðà ðåãóëÿðíà, â âèäå eiγz,{

∇×H = −iωε0ε̃E,

∇× E = iωµ0H,
(1)

E = (Ex, Ey, Ez)e
iγz, H = (Hx, Hy, Hz)e

iγz,

ãäå
Ex = Ex(x, y, z), Ey = Ey(x, y, z), Ez = Ez(x, y, z),

Hx = Hx(x, y, z), Hy = Hy(x, y, z), Hz = Hz(x, y, z).

Âûïèøåì ñèñòåìó (1) â ðàçâåðíóòîì âèäå:

(Hz)
′
y − (Hy)

′
z = −iωε0ε̃Ex,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Hy)
′
x − (Hx)

′
y = −iωε0ε̃Ez,

(Ez)
′
y − (Ey)

′
z = iωµ0Hx,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Ey)
′
x − (Ex)

′
y = iωµ0Hz.

(2)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå ïðîèçâîäíûå ïî y îáðàùàþòñÿ
â íóëü. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî â ïîëîæèòåëüíîì è
îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ îñè y âîëíîâîä (ñëîé) íå îãðàíè÷åí, ò.å.
ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé ìîä â íàïðàâëåíèè îñè y îäíîðîäíî. Òîãäà ñèñòåìà
(2) ïðèìåò âèä: 

(Hy)
′
z = iωε0ε̃Ex,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Hy)
′
x = −iωε0ε̃Ez,

(Ey)
′
z = −iωµ0Hx,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

(3)
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Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå ïî y îáðàùàþòñÿ â íóëü, çíà÷èò,
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè îò y íå çàâèñÿò. Èç ïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2) âèäíî, ÷òî Hz è Hx íå çàâèñÿò îò y, òîãäà è Ey íå çàâèñèò
îò y. Èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé ñèñòåìû (2) âèäíî, ÷òî Ez è Ex íå
çàâèñÿò îò y, òîãäà è Hy íå çàâèñèò îò y.

Ïåðåãðóïïèðóåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) òàêèì îáðàçîì:
(Hy)

′
z = iωε0ε̃Ex,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Hy)
′
x = −iωε0ε̃Ez,

(4)


(Ey)

′
z = −iωµ0Hx,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

(5)

Âèäíî, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) ðàñïàëàñü íà äâå íåçàâèñèìûå
äðóã îò äðóãà ñèñòåìû (4), (5).

Ñèñòåìà 
(Hy)

′
z = iωε0ε̃Ex,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Hy)
′
x = −iωε0ε̃Ez,

âîçíèêàåò èç ñèñòåìû (1), åñëè ïîëÿ E, H èìåþò âèä:

E = (Ex, 0, Ez)e
iγz, H = (0, Hy, 0)e

iγz. (6)

Ñèñòåìà 
(Ey)

′
z = −iωµ0Hx,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

âîçíèêàåò èç ñèñòåìû (1), åñëè ïîëÿ E, H èìåþò âèä:

E = (0, Ey, 0)e
iγz, H = (Hx, 0, Hz)e

iγz. (7)

Âîëíû âèäà (6) íàçûâàþòñÿ ÒÌ-ïîëÿðèçîâàííûìè
ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè, èëè âîëíàìè ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà,
èëè âîëíàìè òèïà E.

Âîëíû âèäà (7) íàçûâàþòñÿ ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûìè
ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè, èëè âîëíàìè ìàãíèòíîãî òèïà, èëè
âîëíàìè òèïà H.
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Ðàññìîòðèì ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû:

E = (0, Ey, 0)e
iγz, H = (Hx, 0, Hz)e

iγz.

Ïîäñòàâèâ ïîëÿ E è H â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1), ïîëó÷èì:

(Hz)
′
y = 0,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Hx)
′
y = 0,

(Ey)
′
z = −iωµ0Hx,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

(8)

Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî Hz è Hx

íå çàâèñÿò îò y, ïîñêîëüêó Ey âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Hz è Hx, òî Ey òàêæå
íå çàâèñèò îò y.

Êîìïîíåíòû ïîëåé E, H èìåþò ïðåäñòàâëåíèå:

Ey = Ey(x)e
iγz, Hx = Hx(x)e

iγz, Hz = Hz(x)e
iγz.

Òîãäà ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:
iγHx(x)−H ′

z(x) = −iωε0ε̃Ey(x),

− iγEy(x) = iωµ0Hx(x),

E ′
y(x) = iωε0ε̃Hz(x),

ãäå γ � íåèçâåñòíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð (ïîñòîÿííàÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû).

Ïîñëå ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ñèñòåìû (8) ïîëó÷àåì:

γ2Ey(x)− E ′′
y (x) = ω2µ0ε0ε̃Ey(x). (9)

Ñ óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (x = 0, x = h)

[Ey]|x=0 = 0, [Hz]|x=0 = 0, (10)

è
[Ey]|x=h = 0, [Hz]|x=h = 0, (11)
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ãäå [f ]|x0
= lim

x→x0−0
f(x)− lim

x→x0+0
f(x). Ìû íå áóäåì ôèêñèðîâàòü

óñëîâèå èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîòîìó ÷òî ìû õîòèì ðàññìîòðåòü
ïðîáëåìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ γ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

ε̃ =


εc, x > h,

ε, 0 ≤ x ≤ h,

εc, x > h.

(12)

Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ε(x) > εc ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
íà îòðåçêå [0, h], ò.å. ε(x) ∈ C[0, h].

Çàäà÷à î ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëíàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñî ñïåêòðàëüíûì
ïàðàìåòðîì γ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðû.

Ïîëå íîðìàëüíîé TE-ïîðèçîâàííîé âîëíû â âîëíîâîäå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ îäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

u := Ey(x). (13)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàíãåíöèàëüíîé
ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ u.

Ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîëí. Ïî ïàðàìåòðó γ -
ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ:

■ Ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì
ïàðàìåòðîì γ.

■ Çàòóõàþùàÿ âîëíà õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ïàðàìåòðîì γ.

■ Êîìïëåêñíàÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì γ
òàêèì, ÷òî Re γ Im γ ̸= 0.

Ïî óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè:

■ Ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x) → 0, x → ∞.

■ Âûòåêàþùàÿ âîëíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x) → ∞, x → ∞.
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Çàìå÷àíèå 1. Ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ γ õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå

âîëíû (ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ, çàòóõàþùàÿ, èëè êîìïëåêñíàÿ) â z-

íàïðàâëåíèè. Êëàññèôèêàöèÿ âîëí êàê ïîâåðõíîñòíûõ èëè âûòåêàþùèõ

çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ â x-íàïðàâëåíèå.

Ìû èìååì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ u: íóæíî íàéòè γ ∈ C
òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

u′′ +
(
ω2µ0ε0ε̃− γ2

)
u = 0, (14)

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

[u]|x=0 = 0, [u′]|x=0 = 0, (15)

è
[u]|x=h = 0, [u′]|x=h = 0. (16)

Ïðè x > h, ìû èìååì ε̃ = εc; òî èç (14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′′ − λ2u = 0. (17)

Âûáåðåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

u(x;λ) = Ãe(h−x)λ, x > h, (18)

ãäå λ2 = γ2 − ω2ε0µ0εc è λ � íîâûé (êîìïëåêñíûé) ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð, Ã � êîíñòàíòà.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ âûøå êâàëèôèêàöèÿ âîëí ïî

ïàðàìåòðó γ, åñòåñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà íîâé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð

λ. Åñëè Reλ > 0 ìû èìååì ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó. Åñëè Reλ < 0 ìû

èìååì âûòåêàþùóþ âîëíó.

Ïðè x < 0, ìû èìååì ε̃ = ε(x)c; òî èç (14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′′ − λ2u = 0. (19)

Âûáåðåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

u(x;λ) = Aexλ, x < 0, (20)

ãäå A � êîíñòàíòà.

11



Ïðè 0 < x < h, ìû èìååì ε̃ = ε(x)i; òîãäà èç (14) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

u′′ +
(
ω2ϵ− λ2

)
u = 0, (21)

ãäå ϵ(x) = ε0µ0 (ε(x)− εc) .

Îïðåäåëåíèå 1. λ ∈ C íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì çàäà÷è,

åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (21) ïðè 0 < x < h,

óäîâëåòâîðÿþùåå (18), (20) è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (15) è (16).
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

u′′ +
(
ω2ϵ− λ2

)
u = 0 (22)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ÒÅ-âîëí

u (0) := A, u′ (0) := Aλ. (23)

Èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà âòîðîé ãðàíèöå h (16) ïîëó÷àåì
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ÒÅ-âîëí

∆(λ) ≡ λu(h) + u′(h) = 0. (24)

Èç ôîðìóëû (24) ÿñíî, ÷òî çíà÷åíèå ∆(λ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïóñòü λ = α+ iβ, ãäå α, β ∈ R. Òîãäà âçÿâ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ
÷àñòè îò âûðàæåíèÿ (24), ïîëó÷èì ñèñòåìó äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû
λ: {

∆1 (α, β) := Re∆ (λ) = 0,

∆2 (α, β) := Im∆ (λ) = 0.
(25)

×òîáû îïðåäåëèòü ïàðó (α, β), ìû áóäåì ÷èñëåííî ðåøàòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé (25). Ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ â (25) ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ â
ïëîñêîñòè Oαβ. Ïîìåùàÿ îáå êðèâûå íà îäíîé ïëîñêîñòè, ìû îïðåäåëèì
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ; ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé
çàäà÷è.

Ðàçáèâàÿ îòðåçêè ïî α è β íà áîëåå ìåëêèå îòðåçêè, ìû îïðåäåëèì
ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç óçëîâ α(i), β(j); ýòè óçëû ìû èñïîëüçóåì äëÿ ìåòîäà
ïðåñòðåëêè. Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè (22),(23) äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè,
âû÷èñëÿåì âåëè÷èíû u(i, j)(h) è u′(i, j)(h) äëÿ êàæäîãî óçëà. Â ñèëó
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ u(h, α, β) îò ïàðàìåòðîâ α è β

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà (α(i), β̂(j)) â ïëîñêîñòè Oαβ, ãäå β̂(j)

ëåæèò âíóòðè èíòåðâàëà (β(j), β(j+1)), òàêàÿ, ÷òî ∆1 (α, β) = 0. ×åì
ïëîòíåå ñåòêà, êîòîðóþ ìû âûáèðàåì, òåì áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ìû
íàõîäèì. Ïîâòîðèâ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåé ñåòêè, ìû ïîëó÷èì íàáîð ïàð
(α(p), β(q)), îáðàçóþùèõ êðèâóþ (ñèíÿÿ êðèâàÿ íà Ðèñ.2 ), ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆1 (α, β) = 0 â ïëîñêîñòè Oαβ.
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Ðèñ. 2. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (25): ñèíÿÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

(25); êðàñíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25); òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñèíåé è

êðàñíîé êðèâûõ, îáîçíà÷åííàÿ çåëåíûì öâåòîì, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (25).

Ïðèìåíÿÿ òó æå ïðîöåäóðó ê óðàâíåíèþ ∆2 (α, β) = 0, ìû
ïîëó÷àåì åùå îäíó êðèâóþ (êðàñíàÿ êðèâàÿ íà Ðèñ.2) â ïëîñêîñòè
Oαβ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ.
Î÷åâèäíî, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (çåëåíàÿ òî÷êà íà Ðèñ.2) ðàñ÷åòíûõ
êðèâûõ ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷è. Äåëàÿ ñåòêó
áîëåå ïëîòíîé, ýòè ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü ñäåëàíû íàñòîëüêî òî÷íûìè,
íàñêîëüêî ýòî íåîáõîäèìî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÒÅ�ïîëÿðèçàöèè â ñëîå, çàïîëíåííîì
äèýëåêòðèêîì ñ ïîãëîùåíèåì. Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó, ðåøàþùóþ
çàäà÷ó Êîøè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ,
âûçîâåì ïðîöåäóðó Cauchy-solver.
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Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà
çàäà÷è â íåêîòîðîì äèàïàçîíå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
öèêëîì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ λ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå,
òàêæå ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ðàñ÷åòà êîìïëåêñíûõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ìîäèôèöèðóåì êîä: ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé
öèêë è îïðåäåëèì âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ó íàñ âíåøíèé öèêë ïî âåùåñòâåííîé ÷àñòè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà, âíóòðåííèé öèêë ïî ìíèìîé ÷àñòè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà. Ðåøåíèÿ ïåðâîãî (âåùåñòâåííîãî)
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ïèøåì â ìàññèâû âåùåñòâåííîé X1 è
ìíèìîé Y 1 ÷àñòåé. Ðåøåíèÿ âòîðîãî (ìíèìîãî) äèñïåðñèîííîãî
óðàâíåíèÿ ïèøåì â ìàññèâû âåùåñòâåííîé X2 è ìíèìîé Y 2 ÷àñòåé.
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Ïîìåíÿåì âíåøíèé è âíóòðåííèé öèêë ìåñòàìè, è ñäåëàåì åùå ðàç
ðàñ÷åò.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè ðàññ÷èòàííûå ìàññèâû, èñïîëüçóåì
ñëåäóþùèé êîä.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Íà ðèñóíêàõ íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîñòîÿííûõ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí
â ñëîå çàïîëíåííîì äèýëåêòðèêîì ñ ïîãëîùåíèåì.

ω = 0.25 ω = 0.5

ω = 0.75 ω = 1.0

Ðèñ. 3. Äèýëåêòðè÷åñêèé ñëîé. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (25): ñèíÿÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25); êðàñíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25); òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ñèíåé è êðàñíîé êðèâûõ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (25): ò.å., íàéäåíû êîìïëåêñíûå

(çåëåíûå òî÷êè) è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ (æåëòûå òî÷êè) âûòåêàþùèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ

ïîâåðõíîñòíûå (ôèîëåòîâûå òî÷êè) âîëíû. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: h = 4, ϵ = 3 + 0.1 ∗ I, A = 1.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè ðàáîòû ÿ ðàññêàçàëà îá îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ
è îïðåäåëåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí,
TE-âîëí, ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè,
ìåòîäîì ïðèñòðåëêè.

Â ïðàêòè÷åñêîé ÷àñòè áûë ðàññìîòðåí ÷èñëåííûé ìåòîä
ðàñ÷åòà ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ TE-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí â
ñëîå, çàïîëíåííîì äèýëåêòðèêîì ñ ïîãëîùåíèåì. Ðàñ÷åòû áûëè
ïðîèçâåäåíû íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ. Òàêèì îáðàçîì áûëè íàéäåíû:
êîìïëåêñíûå è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âûòåêàþùèå âîëíû, êîìïëåêñíûå
è ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïîâåðõíîñòíûå âîëíû.
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