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Введение
Интеграл – очень древнее понятие. Оно возникло в задаче вычисления площадей и объемов и получило свою систематизацию как определенный метод в трудах Кавальери, а позднее в трудах Лейбница и Ньютона.
Много позднее, а именно в середине прошлого столетия, благодаря работам Коши понятие интеграла ставится на строго логическую почву.
После Лейбница и Ньютона интеграл приобретает два смысла: 1) как площадь (или предел суммы) и 2) как первообразная функция. В классическом анализе эти два понятия соответственно названы определенным и неопределенным интегралом


1. Множества
1.1. Структура открытых и закрытых множеств
Будем рассматривать произвольное множество  точек бесконечной прямой .
Дополнение множества  – это множество, обозначаемое символом  и равное совокупности тех точек бесконечной прямой , которые не принадлежат множеству .
Если назвать разностью множеств  и  совокупность тех точек множества , которые не принадлежат множеству , и обозначить разность множеств  символом , то дополнение  множества  можно представить в виде

Характеристика множеств.
1. Точка  называется внутренней точкой множества , если найдется некоторая окрестность точки х (т. е. интервал, содержащий эту точку), целиком принадлежащая множеству .
2. Точка х называется предельной точкой множества Е, если в любой окрестности  точки  найдется хотя бы одна точка  множества , отличная от .
3. Множество  называется открытым, если все точки этого множества являются внутренними.
4. Множество  называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.
Совокупностью всех предельных точек произвольного множества  принято обозначать символом , а сумму, или объединение двух множеств  обозначают  или . Замыканием произвольного множества  обозначают символом  и равное сумме .
Совокупностью всех внутренних точек произвольного множества  обозначают символом .
Для совершенно произвольного множества  множество  является открытым,  множество  - замкнутым.
1. 2. Простейшие свойства открытых и закрытых множеств
1. Если множество  замкнуто, то его дополнение  открыто.
Доказательство. Любая точка  множества  не принадлежит  и (в силу замкнутости ) не принадлежит множеству  предельных точек . Но это означает, что некоторая окрестность  точки  не принадлежит  и поэтому принадлежит .
2. Если множество  открыто, то его дополнение  замкнуто.
Доказательство. Любая предельная точка  множества  заведомо принадлежит этому множеству, ибо в противном случае  принадлежала бы , а поскольку  – открытое множество, то и некоторая окрестность  точки  принадлежала бы  и не принадлежала бы , т. е. точка  не являлась бы предельной точкой .
3. Сумма любого числа открытых множеств является открытым множеством. 
Доказательство. Пусть множество  представляет собой сумму какого угодно числа открытых множеств  (индекс , вообще говоря, не является номером), и пусть  – произвольная точка . Тогда (по определению суммы множеств)  принадлежит хотя бы одному из множеств , и поскольку каждое множество  является открытым, то найдется некоторая окрестность  точки , также принадлежащая указанному множеству , а стало быть, и множеству .
4. Пересечение любого конечного числа открытых множеств является открытым множеством 
Доказательство. Пусть множество  является пересечением открытых множеств , и пусть  – любая точка . Тогда для любого  точка  принад- лежит , и потому найдется некоторая окрестность, точки , также принадлежащая . Если , то окрестность  точки  принадлежит всем  и вследствие этого принадлежит .
5. Пересечение любого числа замкнутых множеств является замкнутым множеством.
Доказательство. Пусть множество представляет собой пересечение какого угодно числа замкнутых множеств  (индекс , вообще говоря, не является номером). Заметим, что дополнение  представляет собой сумму всех дополнений  а, каждое из которых, согласно свойству 1, представляет собой открытое множество.
Согласно 3 множество  является открытым, а поэтому на основании 2 множество  является замкнутым.
6. Сумма конечного числа замкнутых множеств является замкнутым множеством.
Доказательство. Пусть  представляет собой сумму замкнутых множеств . Тогда  представляет собой пересечение множеств  каждое из которых в силу 1 свойства является открытым. Согласно 4 множество  является открытым, а поэтому на основании 2 множество  является замкнутым.
7. Если множество  замкнуто, а множество  открыто, то множество  замкнуто, а множество  открыто.
Доказательство. Достаточно заметить, что множество  является пересечением замкнутых множеств  и , а множество  является пересечением открытых множеств .
Теорема. Любое открытое множество точек бесконечной прямой представляет собой сумму конечного или счетного числа попарно непересекающихся интервалов.


2. Интеграл Лебега
2.1. Понятие интеграла Лебега от ограниченной функции
Назовем разбиением измеримого множества  всякое семейство  конечного числа измеримых и попарно непересекающихся подмножеств  множества , составляющих в сумме множество .
Для обозначения разбиения множества  будем использовать символ  или более краткий символ .
Рассмотрим на измеримом множестве  конечной меры произвольную ограниченную функцию . Для произвольного разбиения  - множества  обозначим символами  и  соответственно точную верхнюю и точную нижнюю грани функции  на частичном множестве  и введем в рассмотрение две суммы

называемые соответственно верхней и нижней суммами разбиения
.
Сразу же отметим, что для любого разбиения 

Для любой ограниченной на множестве конечной меры  функции  как множество всех верхних сумм , так и множество всех нижних сумм , (отвечающих всевозможным разбиениям  множества ) ограничено. Поэтому существует точная нижняя грань множества , которую мы обозначим символом  и назовем верхним интегралом Лебега, и точная верхняя грань множества , которую мы обозначим символом  и назовем нижним интегралом Лебега.
Ограниченная на множестве конечной меры  функция  называется интегрируемой (по Лебегу) на этом множестве, если , т. е. если верхний и нижний интегралы Лебега этой функции совпадают.
При этом число  называется интегралом Лебега от функции  по множеству  и обозначается символом

Разбиение  называют измельчением разбиения , если для любого номера  найдется номер , удовлетворяющий неравенствам  и такой, что  содержится в .
Номер  может оказаться одним и тем же для различных номеров , причем сумма множеств  по всем номерам , для которых  равняется одному и тому же номеру , равна, очевидно, множеству , т. е.

Разбиение   называется произведением разбиений , если  состоит из множеств  представляющих собой пересечения всевозможных пар множеств  и , т. е. если каждое  равное , причем перебираются всевозможные комбинации номеров  и .
Очевидно, произведение  двух разбиений  и  является измельчением каждого из разбиений  и  (причем любое другое разбиение , являющееся измельчением как , так и , само является измельчением ).
2.2. Общие свойства интеграла Лебега
Рассмотрим некоторые свойства интеграла Лебега.
1. Если разбиение  является измельчением разбиения , то
.
Доказательство. Проведем доказательство для верхних сумм (для нижних сумм оно проводится совершенно аналогично). Пусть  является измельчением разбиения , и пусть  — точная верхняя грань f(x) на множестве , а  — точная верхняя грань  на множестве .
По определению измельчения для каждого номера  найдется отвечающий ему номер , удовлетворяющий неравенствам и такой, что  содержится в  причем сумма множеств  по всем номерам , для которых  равно одному и тому же номеру , удовлетворяет равенству (2). Добавим к этому, что для всех номеров , для которых  равняется одному и тому же номеру , справедливо неравенство

(ибо точная верхняя грань на подмножестве не превосходит точную верхнюю грань на всем множестве).
Из определения верхней суммы и из соотношений (2) и (3) мы получим, что

2. Для двух совершенно произвольных разбиений  и  справедливо неравенство .
Доказательство. Пусть  — произведение разбиений  и . Так как  является измельчением каждого из разбиений  и , то в силу свойства 1 справедливы неравенства

Из неравенств (1) и (4) вытекает, что .
3. Верхний и нижний интегралы Лебега связаны соотношением .
Доказательство. Фиксируем произвольное разбиение . Так как для любого разбиения  (в силу свойства 2) справедливо неравенство , то число , является одной из верхних граней множества  всех нижних сумм, и, стало быть, точная верхняя грань  указанного множества удовлетворяет неравенству .Так как последнее неравенство справедливо для произвольного разбиения , то число  является одной из нижних граней множества  всех верхних сумм, и, стало быть, точная нижняя грань  указанного множества удовлетворяет условию .
Следствие. Всякая функция, интегрируемая по Риману, является интегрируемой по Лебегу, причем интегралы Лебега и Римана от такой функции совпадают.
2.3. Класс интегрируемых по Лебегу ограниченных функций
Теорема. Каково бы ни было измеримое множество  конечной меры, всякая ограниченная и измеримая на множестве  функция  интегрируема на этом множестве.
Доказательство. Построим специальное разбиение множества , называемое лебеговским. Обозначив через  и  точные грани  на множестве , разобьем сегмент  с помощью точек  на частичные сегменты  и обозначим через  длину наибольшего из этих частичных сегментов, т. е. положим

Лебеговским разбиением множества  назовем разбиение , в котором 
Пусть  — верхняя и нижняя суммы, отвечающие лебеговскому разбиению Т и называемые лебеговскими верхней и нижней суммами. Заметим, что для любого номера  справедливы неравенства

в которых через  и  обозначены точные грани  на частичном множестве . Умножая неравенства (5) на меру  множества  и после этого суммируя их по всем номерам , будем иметь

Из полученных неравенств заключаем, что

Так как для любого разбиения  справедливы неравенства , то из (6) получим, что

Поскольку  может быть фиксировано произвольно малым, то из (7) следует, что . Теорема доказана.
Замечание. Пусть  — произвольный элемент частичного множества  лебеговского разбиения . Сумму  будем называть лебеговской интегральной суммой функции . Так как при произвольном выборе точек на множествах  эта сумма заключена между нижней и верхней суммами соответствующего лебеговского разбиения , то из неравенства (6) следует, что от  (вместе с  и ) стремится при  к интегралу Лебега .
2.4. Свойства интеграла Лебега от ограниченной функции
1. .
Для доказательства достаточно заметить, что для функции  как верхняя, так и нижняя сумма любого разбиения  множества  равна .
2. Если функция  ограничена и интегрируема на множестве  конечной меры и  — любое вещественное число, то и функция интегрируема на множестве , причем

Доказательство. Для произвольного разбиения  множества  обозначим верхнюю и нижнюю суммы функции  символами  и , а верхнюю и нижнюю суммы функции  символами и . Тогда, очевидно,

Если обозначит через  верхний и нижний интегралы функции , а через   верхний и нижний интегралы функции (9) следует, что

В силу интегрируемости  справедливо равенство

А потому из неравенства (10) следует. Что при любом 

Это и означает, что интеграл в левой части (8) существует и что справедливо равенство (8).
3. Если каждая из функций  и  ограничена и интегрируема на множестве конечной меры Е, то и сумма этих функций  интегрируема на множестве , причем

Доказательство. Положим , и пусть  произвольное разбиение множества . Обозначим для функции  точные грани на частичном множестве  через  и , верхнюю и нижнюю суммы разбиения  через  и , верхний и нижний интегралы Лебега через  и . Аналогичные величины для функций  и  обозначим теми же символами, что и для , но с индексами (1) и (2) соответственно.
Заметим, что точная верхняя (точная нижняя) грань суммы не больше (не меньше) суммы точных верхних (точных нижних) граней слагаемых. Отсюда следует, что для любого номера 

и, стало быть, для любого разбиения 

Из последних неравенств в свою очередь следует, что

Так как (в силу интегрируемости )

то из (12) получим, что

Но это и означает, что интеграл в левой части (11) существует и что справедливо равенство (11)
Следствие. Непосредственно из свойств 2 и 3 вытекает линейное свойство: если каждая из функций  и  ограничена и интегрируема на множестве конечной меры  и если  и  — произвольные вещественные числа, то функция  интегрируема на множестве , причем

4. Если функция  ограничена и интегрируема на каждом из непересекающихся множеств конечной меры  и , то  интегрируема и на сумме  множеств  и , причем

Это свойство обычно называют аддитивностью интеграла.
Доказательство. Заметим, что объединение произвольного разбиения  множества  и произвольного разбиения  множества  образует разбиение  множества. Обозначим верхние суммы , отвечающие разбиениям ,  и , соответственно через ,  и , а нижние суммы , отвечающие разбиениям ,  и , соответственно через ,  и . Тогда, очевидно,

Обозначим верхний и нижний интегралы функции  на множестве  через  и , на множестве  через  и  и на множестве  через  и .
Из равенств (14) и из того, что точная верхняя (точная нижняя) грань суммы не больше (не меньше) суммы точных верхних (точных нижних) граней слагаемых, заключаем, что

Так как (в силу интегрируемости  на  и на ) , то из (15) получим, что

Но это и означает, что интеграл, стоящий в левой части (13), существует и что справедливо равенство (13).
5. Если каждая из функций  и  ограничена и интегрируема на множестве конечной меры  и если всюду на этом множестве , то

Доказательство. Так как все нижние суммы функции  неотрицательны, что . Отсюда следует, что  (существование этого интеграла и написанное нами равенство вытекают из уже доказанного нами линейного свойства). Тем самым (16) доказано.
2.5. Интеграл Лебега от неотрицательной неограниченной функции и его свойства
Рассмотрим случай когда измеримая функция  в интеграле Лебега не является ограниченной. Сначала будем считать, что  всюду на множестве конечной меры .
Для любого положим


Заметим, что для любой измеримой на множестве  функции  функция (17) также является измеримой и потому интеграл (18) существует. Отметим также, что из (17) и (18) вытекает, что  возрастает с увеличением .
Определение. Если существует конечный предел  при , то функция  называется суммируемой (по Лебегу) на множестве , а указанный предел называется интегралом от функции  по множеству  и обозначается символом .
Итак, по определению

Убедимся в том, что если неотрицательная на множестве  функция  суммируема на этом множестве, то  может обращаться в  только на подмножестве , имеющем меру нуль. В самом деле, положим  и учтем, что из (17) и (18) (в силу свойств 4 и 5 из предыдущего пункта) вытекает цепочка неравенств

Но из неравенства  следует, что предположение  привело бы к тому, что  был бы равен .
Добавим к этому, что всякая функция  суммируема на множестве меры нуль. (Этот факт очевиден.)
Переходя к выяснению общих свойств суммируемых функций, прежде всего отметим, что для неотрицательных суммируемых функций справедливы свойства 2-5, установленные в предыдущем пункте для ограниченных интегрируемых функций.
В качестве примера приведем доказательство свойства 3. Из (17) сразу же вытекают следующие неравенства:
справедливые при любом  в любой точке  множества . Интегрируя эти неравенства по множеству , мы и установим свойство 3 для произвольных неотрицательных суммируемых функций 
Перейдем к выяснению еще двух фундаментальных свойств произвольных неотрицательных суммируемых функций.
Теорема (свойство полной аддитивности). Пусть множество  представляет собой сумму счетного числа попарно непересекающихся измеримых множеств , т. е. . Тогда справедливы следующие два утверждения.
I. Если неотрицательная функция  суммируема на множестве , то  суммируема и на каждом множестве , причем справедливо равенство

II. Если неотрицательная на множестве  функция  суммируема на каждом множестве  и если ряд в правой части (19) сходится, то функция  суммируема и на множестве  и для нее справедливо равенство (19).
Доказательство. 1) Сначала докажем теоремы I и II для ограниченной неотрицательной интегрируемой функции . Пусть существует постоянная  такая, что  всюду на . Положим и заметим, что в силу теоремы . Но тогда на основании свойств 4, 5 и 1.

(при  Последнее соотношение доказывает теоремы I и II для случая ограниченной интегрируемой функции.
2) Докажем теперь теорему I для произвольной неотрицательной суммируемой функции. Суммируемость  на каждом  сразу же вытекает из неравенства  и из неубывания по  интеграла в левой его части. Остается доказать равенство (19). С помощью доказанного в п. 1) и неравенства  получим

Переходя в последнем неравенстве к пределу при  будем иметь

С другой стороны, в силу свойств, доказанных в предыдущем пункте, для любого номера 

и устремляя в последнем неравенстве сначала  к , а уж затем  к , мы получим неравенство
которое в соединении с (21) доказывает (19).
3) Докажем, наконец, теорему II для произвольной неотрицательной суммируемой функции. Заметим, что достаточно доказать только суммируемость  на множестве  (ибо равенство (19) будет при этом вытекать из уже доказанной теоремы I)
Но суммируемость  на  сразу же вытекает из неравенства (20) и из сходимости ряда в правой части этого неравенства. Теорема полностью доказана.
Теорема. (свойство абсолютной непрерывности интеграла). Если функция  неотрицательна и суммируема на множестве , то для любого положительного  найдется положительное число  такое, что, каково бы ни было измеримое подмножество  множества  с мерой , меньшей , справедливо неравенство

Доказательство. 1) Пусть сначала неотрицательная функция  ограничена, т. е. найдется  такое, что . Тогда (на основании свойств установленных в предыдущем пункте)

2) Докажем теперь теорему для произвольной неотрицательной суммируемой функции . Фиксировав произвольное , мы (на основании определения суммируемости) можем выбрать  такое, что

С помощью (22) и неравенства , получим
если только . Теорема доказана.
В заключение рассмотрим еще два свойства, справедливые исключительно для неотрицательных суммируемых функций.
1) Условие эквивалентности нулю неотрицательной суммируемой функции. Если функция  неотрицательна, измерима и суммируема на множестве  и если интеграл  равен нулю, то функция  эквивалентна тождественному нулю на множестве .
Доказательство. Достаточно доказать, что мера множества  равна нулю. Убедимся сначала в том, что для любого  равна нулю мера множества. В самом деле, если бы мера  была положительна, то получили бы неравенство , противоречащее условию . Теперь остается заметить, что справедливо равенство , из которого следует, что .
2) Мажорантный признак суммируемости неотрицательной измеримой функции. Если функция  неотрицательна и измерима на множестве , а функция  суммируема на  и если всюду на  справедливо неравенство , то и функция  суммируема на множестве .
Доказательство. Достаточно заметить, что
и учесть, что интеграл, стоящий в левой части последнего неравенства, является неубывающей функцией .


Заключение
В результате был рассмотрен интеграл Лебега, его свойства и отличия от интеграла Римана. Заметили, что все функции, определённые на конечном отрезке числовой прямой и интегрируемые по Риману, являются также интегрируемыми по Лебегу, причём в этом случае оба интеграла равны. Однако существует большой класс функций, определённых на отрезке и интегрируемых по Лебегу, но неинтегрируемых по Риману.
Для вычисления интеграла Римана производится деление на мелкие части области задания функции, а для вычисления интеграла Лебега производится деление области значений функции.
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