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Теория измеримых функций была впервые рассмотрена Лебегом в 1901 году. Он поставил перед собой задачу найти класс функций, более широкий, чем аналитические, однако при этом допускающий применение к нему многих аналитических методов. При этом, он опирался на основу построенной им теории интеграла Лебега, а так же, т.к. на тот момент уже существовала общая теория меры, разработанная Борелем, то и на эти работы Лебег опирался в  изучении этого вопроса. Однако в диссертации Лебега в 1902 теория меры была существенно обобщена до «меры Лебега». Лебег определил понятия измеримых множеств, ограниченных измеримых функций и интегралов для них, доказал, что все «обычные» ограниченные функции, исследуемые в анализе, измеримы, и что класс измеримых функций замкнут относительно основных аналитических операций, включая операцию предельного перехода. В 1904 году Лебег обобщил свою теорию, сняв условие ограниченности функции. 
Исследования Лебега нашли широкий научный отклик, их продолжили и развили многие математики: Э. Борель, М. Рисс, Дж. Витали, М.Р. Фреше, Н.Н. Лузин, Д.Ф. Егоров и др. 
Труды Лебега имели ещё одно важное концептуальное значение: они были полностью основаны на спорной в те годы канторовской теории множеств, и плодотворность лебеговской теории послужила веским аргументом для принятия теории множеств как фундамента математики. 




[bookmark: _Toc41162645]Глава I. Теоретическая часть
[bookmark: _Toc41162646]1. Измеримые множества
[bookmark: _Toc41162647]1.1. Внешняя мера множества и её свойства

Для дальнейших исследований будем использовать в качестве основного (исходного) множества интервал , длина или мера которого считается известной и равной числу .
Пусть  — произвольное множество на числовой прямой. Покрытием  множества  назовем всякую конечную или счетную систему интервалов , сумма которых содержит множество . Сумму длин всех интервалов ,  составляющих покрытие , обозначим символом .
Итак,

Определение 1. Внешней мерой множества  называется точная нижняя грань  на множестве всех покрытий  множества .
Внешнюю меру множества  будем обозначать символом . Итак, по определению

Очевидно, что внешняя мера любого интервала совпадает с длиной этого интервала.
Выясним теперь основные свойства внешней меры.
1°. Если множество  содержится в, то .
Для доказательства достаточно заметить, что любое покрытие  является одновременно покрытием и .
2°. Если множество  представляет собой сумму конечного или счетного числа множеств  (символически ), то

Доказательство:
Фиксируем произвольное . По определению меры  как точной нижней грани, для каждого номера  найдется покрытие  множества  системой интервалов  такое, что

Обозначим через  покрытие всего , объединяющее все покрытия  и состоящее из всех интервалов . Так как  является покрытием , то , НО .
Из последних двух соотношений и из (2) получим

Неравенство (1) доказано.
Договоримся называть расстоянием между множествами  и  точную нижнюю грань расстояний между двумя точками множеств  и  соответственно.
Будем обозначать расстояние между множествами  и   символом .
3°. Если , то .
Доказательство: 
Положим . Для произвольного  и выбранного нами  найдется покрытие  множества  такое, что  и длина каждого интервала покрытия  меньше ). Очевидно, что интервалы , покрывающие точки , не содержат точек  и, наоборот, интервалы, покрывающие точки , не содержат точек . Иными словами, взятое нами покрытие  распадается на сумму двух покрытий , первое из которых  покрывает , а второе  покрывает . Итак, мы получаем, что
.
Отсюда следует, что  и, стало быть (в силу произвольности ), . Так как на основании свойства 2° справедливо и обратное неравенство , то . Свойство 3° доказано.
В частности, свойство 3° справедливо, если  и  ограничены, замкнуты и не содержат общих точек.
4°. Для произвольного множества  и произвольного числа найдется открытое множество , содержащее  и такое, что .
Доказательство:
Достаточно взять в качестве  сумму всех интервалов, составляющих покрытие  множества , для которого .
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Определение 2. Множество  называется измеримым, если для любого положительного числа  найдется открытое множество , содержащее  и такое, что внешняя мера разности  меньше  .
Внешнюю меру измеримого множества  назовем мерой этого множества и обозначим символом .
Из этого определения следует, что мера множества  равна нулю тогда и только тогда, когда равна нулю внешняя мера этого множества.
Рассмотрим ряд утверждений, выясняющих основные свойства измеримых множеств.
Теорема 1. Всякое открытое множество измеримо, причем мера его равна сумме длин составляющих его попарно не пересекающихся интервалов.
Доказательство очевидно (достаточно в определении измеримости взять  и заметить, что точная нижняя грань  достигается на покрытии , совпадающем с разбиением  на сумму попарно непересекающихся интервалов).
Теорема 2. Сумма конечного или счетного числа измеримых множеств является измеримым множеством.
Доказательство:
Пусть , причем каждое  измеримо. Фиксируем произвольное . Для каждого множества  найдется содержащее его открытое множество  такое, что

Положив , заметим, что множество  содержится в  и что разность  содержится в сумме . Но тогда из свойства 2° внешней меры и из неравенства (3) получим

Теорема доказана.
Теорема 3. Всякое замкнутое множество  измеримо.
Теорема 4. Если множество  измеримо, то и его дополнение  измеримо.
Следствие. Для того чтобы множество  было измеримо, необходимо и достаточно, чтобы для любого положительного числа  нашлось замкнутое множество , содержащееся в  и такое, что внешняя, мера разности  меньше .
Доказательство следствия:
Измеримость множества  эквивалентна измеримости  (теорема 4), т. е. эквивалентна требованию, чтобы для любого  нашлось открытое множество , содержащее  и такое, что . Но указанное требование (в силу тождества ) эквивалентно требованию, чтобы для любого  нашлось замкнутое множество , содержащееся в  и такое, что . Следствие доказано.
Замечание 1. Содержащееся в только что доказанном следствии условие измеримости может быть принято за новое определение измеримости, эквивалентное определению, сформулированному ранее.
Теорема 5. Пересечение конечного или счетного числа измеримых множеств является измеримым множеством
Доказательство:
Будем обозначать пересечение множеств , , … символом . В силу тождества  доказываемая теорема сразу вытекает из теорем 2 и 4.
Теорема 6. Разность двух измеримых множеств является измеримым множеством.
Доказательство вытекает из тождества  и из теорем 4 и 5.
Теорема 7. Мера суммы конечного или счетного числа попарно непересекающихся измеримых множеств равна сумме мер этих множеств.
Замечание 2. Фундаментальное свойство меры, устанавливаемое теоремой 7, называется аддитивностью меры.
Для того чтобы сформулировать еще одно свойство меры, введем новое понятие.
Определение 3. Назовем множество  множеством типа , если  представимо в виде пересечения счетного числа открытых множеств , и множеством типа , если  представимо в виде суммы счетного числа замкнутых множеств .
Теорема 8. Если множество  измеримо, то найдутся множество  типа , содержащееся в , и множество  типа , содержащее , для которых .
Доказательство:
В силу измеримости  и следствия из теоремы 4 для любого номера  найдутся открытое множество , содержащее , и замкнутое множество , содержащееся в , такие, что


Теперь положим следующее:


Так как для любого номера  справедливы следующие выражения:


то в силу (4а и 4б) и свойства 1° внешней меры справедливы следующие выражения:


Так как номер  произволен, то  и , а это и доказывает рассмотренную нами теорему. 
Замечание 3. Отметим, что существуют неизмеримые множества. Для их построения достаточно принять во внимание, что на единичной окружности существует счетное число попарно непересекающихся и конгруэнтных) друг другу множеств, объединение которых равно множеству всех точек этой окружности. Таковыми являются множество  всех точек окружности, любые две из которых нельзя совместить друг с другом поворотом на угол , где  — любое целое, а  — фиксированное иррациональное число, и все множества , которые получаются из  поворотом на угол . Если бы  было измеримо, то были бы измеримы и все множества , причем  для всех целых . Но тогда в силу теоремы 7 мы получили бы, что , что невозможно ни при каком значении .
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Договоримся называть расширенной числовой прямой обычную числовую прямую  с добавлением двух новых элементов  и . Для распространения арифметических операций на расширенную числовую прямую договоримся считать, что ,  (для любого конечного ); , ; ,  (для любого конечного ), , ;  при , ,  при ; , , , ,  при ,  при ;  при любом конечном ,  при любом конечном .
Неопределенными остаются только следующие операции:
, , , .
Далее  будем рассматривать функции, определенные на измеримых множествах обычной числовой прямой и принимающие значения, принадлежащие расширенной числовой прямой.
Примером такой функции может служить

Договоримся всюду в дальнейшем обозначать символом [удовлетворяет условию ] множество всех принадлежащих  значений , для которых  удовлетворяет условию .
Например,  — множество тех принадлежащих  значений , для которых .
Определение 4. Функция , определенная на измеримом множестве , называется измеримой на этом множестве, если для любого вещественного числа  множество  измеримо.
Теорема 9. Для измеримости функции  на множестве  необходимо и достаточно, чтобы одно из следующих трех множеств
,	, 	                						 (5)
было измеримо при любом вещественном .
Доказательство:
 1) Из определения измеримости функции  и из элементарных соотношений


Теперь из теорем 2 и 5 вытекает, что измеримость (при любом вещественном ) множества  является необходимым и достаточным условием измеримости функции   на множестве .
2) Из соотношения  и из теорем 2 и 6 вытекает, что измеримость (при любом вещественном ) множества  является необходимым и достаточным условием измеримости функции  на множестве .
3) Наконец, из соотношения , из тех же теорем 2 и 6 и из доказанного в 1) вытекает, что измеримость (при любом вещественном ) множества  является необходимым и достаточным условием измеримости функции  на множестве . Теорема доказана.
Замечание. В силу теоремы 9 измеримость (при любом вещественном ) любого из трех множеств (5) можно принять за новое определение измеримости функции  на множестве , эквивалентное определению, сформулированному выше.
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1°. Если функция  измерима на множестве , то она измерима и на любой измеримой части  множества .
Доказательство непосредственно вытекает из тождества  и из теоремы 5.
2°. Если множество  представляет собой конечную или счетную сумму измеримых множеств  и если функция  измерима на каждом множестве , то   измерима и на множестве .
Доказательство непосредственно вытекает из тождества  и из теоремы 2.
3°. Любая функция    измерима на множестве  меры нуль.
В самом деле, любое подмножество множества меры нуль измеримо и имеет меру нуль.
Определение 5. Две определенные на измеримом множестве  функции   и  называются эквивалентными на этом множестве, если множество имеет меру нуль.
Для обозначения эквивалентных (на множестве ) функций   и  часто используют символику 
4°. Если функции   и  эквивалентны на множестве  и функция  измерима на , то и функция  измерима на .
Доказательство:
Положим , . Так как на  функция  совпадает с , то (в силу свойства 1°)  измерима на . Согласно свойству 3°  измерима и на , а поэтому, согласно свойству 2°,  измерима и на .
Определение 6. Мы будем говорить, что некоторое свойство  справедливо почти всюду на множестве , если множество точек , на котором это свойство несправедливо, имеет меру нуль.
Следствие из свойства 4°. Если функция  непрерывна почти всюду на измеримом множестве , то  измерима на .
Доказательство:
Заметим сначала, что если функция  непрерывна на замкнутом множестве , то  измерима на , ибо множество  при любом вещественном  замкнуто, а стало быть, и измеримо. Предположим, что   непрерывна на произвольном измеримом множестве  почти всюду и обозначим через  подмножество всех точек разрыва , имеющее меру нуль.
В силу свойств 2° и 3° достаточно доказать измеримость  на множестве . Согласно теореме 8 найдется множество  типа , содержащееся в  и такое, что . В силу тех же свойств 2° и 3° достаточно доказать, что  измерима на множестве . Но (как множество типа ) представимо в виде счетной суммы замкнутых множеств , на каждом из которых  непрерывна и потому (в силу сделанного выше замечания) измерима. А тогда в силу свойства 2° функция  измерима на .
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Прежде всего докажем следующую лемму.
Лемма 1. 1) Если функция  измерима на множестве , то и функция  измерима на этом множестве. 
2) Если  измерима на множестве , а  — любая постоянная, то каждая из функций  и  измерима на множестве . 
3) Если  и  измеримы на множестве , то множество  измеримо.
Доказательство:
1) Достаточно учесть, что для любого неотрицательного 

и привлечь теорему 2. Если же , то  совпадает с  и также измеримо.
2) Достаточно для любого вещественного  воспользоваться соотношениями
,

Если же , то  и также измерима.
3) Пусть  — все рациональные точки бесконечной прямой . Достаточно учесть, что

и воспользоваться теоремами 2 и 5. Лемма доказана.
Опираясь на лемму 1 рассмотрим ещё одну теорему.
Теорема 10. Если функции  и  принимают на множестве Е конечные значения и измеримы на этом множестве, то каждая из функций , ,   и  (для частного  дополнительно требуется, чтобы все значения  были отличны от нуля) измерима на множестве .
Доказательство:
1) Для доказательства измеримости разности  достаточно заметить, что для любого вещественного  множество  совпадает с измеримым (в силу леммы 1) множеством .
2) Для доказательства измеримости суммы  достаточно учесть, что  и что функция  измерима согласно лемме 1.
3) Чтобы доказать измеримость произведения двух измеримых функций, убедимся сначала, что квадрат измеримой функции является измеримой функцией. В самом деле, если , то множество  совпадает с  и потому измеримо. Если же , то множество  совпадает с измеримым (согласно лемме 1) множеством . Из измеримости квадрата измеримой функции и из измеримости суммы и разности измеримых функций, в силу соотношения , вытекает измеримость произведения .
4) В силу измеримости произведения двух измеримых функций для доказательства измеримости частного  достаточно доказать измеримость , но она вытекает из теорем 2 и 5 и из соотношения

Теорема полностью доказана.	

[bookmark: _Toc41162653]2.4. Последовательности измеримых функций 

Докажем несколько важных утверждений, относящихся к последовательностям измеримых функций.
Теорема 11. Если  — последовательность измеримых на множестве  функций, то как нижний, так и верхний пределы этой последовательности) являются измеримыми на множестве  функциями.
Доказательство:
Сначала убедимся в том, что если последовательность  состоит из измеримых на множестве  функций, то каждая из функций)  и  является измеримой на множестве . Достаточно принять во внимание соотношения


и использовать теорему 2.
Обозначим теперь нижний и верхний пределы последовательности  соответственно через  и . Для доказательства измеримости  и  на множестве  достаточно заметить, что	


и воспользоваться доказанным выше утверждением. Теорема доказана.
Теорема 12. Если последовательность измеримых на множестве  функций  сходится почти всюду на  к функции , то функция  измерима на множестве .
Доказательство:
В случае, когда последовательность  сходится к  не почти всюду, а всюду на , утверждение теоремы об измеримости  сразу вытекает из теоремы 11. Если же сходится к  всюду на , кроме множества  меры нуль, то  измерима на  В силу теоремы 11 и измерима на  как на множестве меры нуль (свойство 3° из п. 2.2), и потому измерима на множестве  (В силу свойства 2° из п. 2.2). Теорема доказана.
Рассмотрим теперь важное понятие сходимости последовательности по мере на данном множестве.
Определение 7. Пусть функции  () и  измеримы на множестве  и принимают почти всюду на  конечные значения. Говорят, что последовательность  сходится к  по мере на множестве , если для любого положительного числа  справедливо:

т. е. если для любых положительных и  найдется номер  такой, что при  справедливо неравенство .
Теорема 13. Пусть  — измеримое множество конечной меры, и пусть функции  ( = 1, 2, ...) и  измеримы на множестве  и принимают почти всюду на  конечные значения. Тогда из сходимости последовательности  к  почти всюду на  вытекает сходимость  к  и по мере на множестве .
Доказательство:
Положим , , , .
Тогда по условию теоремы  и всюду вне множества  последовательность  сходится к  и все функции  и  имеют конечные значения.
Для произвольного положим ,  Тогда, поскольку  содержится в , справедливо неравенство , и для доказательства (6) достаточно доказать, что  при .
Обозначим через  пересечение всех множеств  и убедимся в том, что  при .
 По построению  содержится в  для каждого номера  и, стало быть, для каждого номера  

причем множества, стоящие под знаком суммы, попарно не пересекаются. Но тогда, в силу теоремы 7, для каждого номера 

 и, в силу сходимости ряда

остаток этого ряда (7) стремится к нулю при . Итак,  при . Но это в силу соотношения  означает, что  при .
Теперь для доказательства (6) нам остается доказать, что . Для этого в свою очередь достаточно доказать, что  содержится в .
Пусть  — любая точка, не принадлежащая . Тогда для фиксированного нами произвольного  найдется номер  такой, что  при . Но это означает, что при  точка  не принадлежит  и тем более не принадлежит  и множеству , являющемуся пересечением всех .
Итак, всякая точка , не принадлежащая , не принадлежит и . Но это и означает, что  содержится в . Теорема доказана.
Замечание. Подчеркнем, что из сходимости последовательности   к функции  на множестве  по мере не вытекает не только сходимость   к  почти всюду на , но даже сходимость   к   хотя бы в одной точке множества . 
Теорема 14. Пусть  — измеримое множество конечной меры, и пусть функции  (= 1, 2, ...) и  измеримы на множестве  и принимают почти всюду на  конечные значения. Тогда, если последовательность  сходится к  по мере на множестве , то из этой последовательности можно выделить последовательность, сходящуюся к  почти всюду на .
Доказательство:
Не ограничивая общности, мы можем предположить, что функции  и  принимают конечные значения не почти всюду, а всюду на  (в противном случае мы ввели бы те же множества  и , что и при доказательстве предыдущей теоремы, и проводили бы все рассуждения для множества  ). Из сходимости   к   по мере на множестве  вытекает, что для любого номера  найдется номер  такой, что для меры множества  справедливо неравенство . Положим, как и при доказательстве предыдущей теоремы, . Тогда в силу свойства внешней меры  , так что . Таким образом,  при. Как и в предыдущей теореме, доказывается, что  при . Тем самым мы получаем, что .
Остается доказать, что всюду вне  подпоследовательность  сходится к . Пусть  — произвольная точка . Тогда  не принадлежит множеству  при некотором . Но это означает, что  не принадлежит  при . Иными словами,  при . Теорема доказана.


[bookmark: _Toc40020419][bookmark: _Toc41162654][bookmark: _GoBack]Заключение

Рассмотренная нами теория стала переломным моментом в истории математики. Однако, стоит отметить, что практическое применение она нашла лишь в интеграле Лебега, под который, по факту, она и была создана. 
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