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ВВЕДЕНИЕ
	В некоторых случаях вычисление первообразной от какой-либо функции не выражается конечными комбинациями элементарных функций. Тогда говорят, что эти функции не интегрируемы в конечном виде. Для интегрирования используют так называемые интегралы Эйлера, представляющие из себя некоторую категорию функций, которые выражаются в виде интеграла, зависящего не только от независимой переменной, но и от параметра.
Гамма-функция относится к числу самых простых и значимых специальных функций, применение ее свойств помогает при изучении многих других специальных функций, например, цилиндрических, гипергеометрических и других. Благодаря ее введению значительно расширяются возможности при вычислении интегралов. Даже в случаях, когда конечная формула не содержит иных функций, кроме элементарных, получение ее все же часто облегчает использование гамма- функции, хотя бы при промежуточных преобразованиях.
	Объектом исследования являются интегралы Эйлера, их свойства, доказательство наиболее важных, примеры интегралов Эйлера и их решения.
	Целью исследования является комплексный анализ интегралов Эйлера.


ГЛАВА 1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ.
§1. Гамма-функции.
	Гамма-функция — математическая функция, которая расширяет понятие факториала на поле комплексных чисел. Обычно обозначается Г(z).
В области Re z > 0 гамма-функция (или эйлеров интеграл второго рода) определяется абсолютно сходящимся интегралом
			                    (1)
	Характер аналитического продолжения функции (1) в области Re z > 0 будет исследован ниже. Поведение функции Г(z) для действительного аргумента иллюстрирует рис. 1, а поведение модуля Г-функции для комплексных z – рис. 2.
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Рис. 1
[image: ]
Рис. 2
Свойства гамма-функций:

1) Для всех z, таких что Re z > 0, справедливо

Доказательство: действительно, воспользуемся формулой 1:

которое можно проинтегрировать один раз по частям, полагая. ,, , . Тогда


2) Для натуральных n справедливо соотношение

Доказательство:
Из доказанного выше свойства 1 и положив z = n, получаем

Поскольку Г(1) = 1, соотношение доказано.

3) Функцию Г(z) можно аналитически продолжить на всю комплексную плоскость z, кроме точек z = -n, n = 0, , в которых Г(z) имеют полюсы первого порядка с вычетами, равными


4) Справедливо соотношение


5) Функция Г(z) не имеет нулей


6) Справедливы соотношения




7) Для натуральных n справедливо соотношение


8) Справедливо соотношение


9) Пусть z удовлетворяет условию 0 < Re z < 1. Тогда для гамма-функции справедливо следующее интегральное представление:


Следствие. Справедливы соотношения



	Вывод: как видно из свойств и определения, гамма-функцию можно использовать также для интерполяции промежуточных результатов факториала. Примеры использования будут показаны в практической части.  

§1. Бета-функции.
	Бета-функцией (или эйлеровым интегралом первого рода) называется интеграл:
        	(2)

[image: ]
Рис.3 – график бета-функции при вещественных аргументах

Вместе с вышеупомянутым определением распространено представление бета-функции (при замене ) в виде следующего интеграла:

			(3)



Свойства бета-функций:
1) Бета-функция симметрична относительно перестановки переменных, то есть:

Доказательство: 


2) Бета-функцию можно выразить через другие функции:

где Г(x) – Гамма-функция

4) Бета-функция удовлетворяет двумерному разностному уравнению:


5) Формула понижения (при x > 1)

6) Интегральное представление бета-функции

Доказательство: 
7) 
Неполная бета-функция
Неполная бета-функция — это обобщение бета-функции, заменяющее интеграл по отрезку [0,1] на интеграл с переменным верхним пределом:

При x = 1 неполная бета-функция совпадает с полной.
Регуляризованная неполная бета-функция определяется через полную и неполную бета-функции:

Свойства I(x):




Вывод: Если Гамма-функция для целых чисел является обобщением факториала, Бета-функция является обобщением биномиальных коэффициентов с измененными параметрами.
	


ГЛАВА 2. ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ.
Пример 1: Вычислить 
Решение: при имеющейся формуле  и z = -1/2 + 1, получаем:
где f(u) – функция ошибок Гаусса: f() = 1, f(0) = 0. Получим:
Г(1/2) =  = 

Пример 2: Найти интеграл 
Решение: полагая, t = sin x, получим 
Сделав замену , сведём к эйлерову интегралу первого рода:

Пример 3: Вычислить интегралы
а) 
Решение: с помощью замены сводим интеграл к бета-функции

б) 
Решение: из свойства 6 для бета-функций, видим, что интеграл равен
 
Пользуясь свойством 4 для гамма-функций, получаем

в) 
Решение: производим замену z = sin x, отделив один косинус для дифференциала:

Теперь сделаем замену , отделив один z для дифференциала:


Пример 4: Вычислить 
Решение: здесь интеграл эквивалентен бета-функции . Воспользуемся формулой понижения:


Пример 5: Вычислить  где a, b, m, n > 0
Решение: положим,  , тогда получим:

Замечание: с учетом положительности аргументов для B(a, b) интеграл сходится при значениях p, m, n удовлетворяющих 0 < p -  или 0 <  < p

Пример 6: Вычислить интегралы
а) 
Решение: заменим x = 2t, dx = 2dt. Тогда получим

Пользуясь свойством 7 для бета-функций, получаем:


б) 
Решение: делаем замену x = 3t – 1, dx = 3dt. Получаем

Пример 7: Вычислить интегралы
а) 
Решение: Можно заметить, что


б) 
Решение: Положим, , тогда получим

Замечание: был использован пример 7(а) – частный случай при p = 2/3.

в) 
Решение: сделаем замену . Полученный интеграл будет являться второй производной от бета-функции


при p = ¼ имеем

Пример 8: Вычислить интегралы
а) 
Решение: при замене , имеем

Замечание:  

б) 
Данный интеграл можно выразить через бета-функцию

Замечание: здесь использована связь бета и гамма-функций, а также свойство 
  и  при р = ¼.

Пример 9: Найти площадь области ограниченной кривой

Решение: Так как х, у входят в уравнение в четной степени, то кривая симметрична относительно координатных осей и достаточно найти площадь в одной четверти . Введем замену . Тогда получим (при  )     

В итоге, общая площадь равна 4S, то есть 


Заключение
Интегралы Эйлера – один из инструментов вычисления сложных интегралов. В процессе решения задач с использованием данной группы интегралов, было замечено, что наибольшую сложность предоставляет подбор переменной для замены. Преимущество использования заключается в том, что дальнейшие операции и вычисления довольно просты и, зачастую, требуют только знания основных свойств гамма- и бета-функций.
Таким образом, использование данного типа интегралов рекомендовано в тех случаях, когда видно, какая замена необходима для конкретного случая.
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