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Введение
Огюсте́н Луи́ Коши́- Разработал фундамент математического анализа, внёс огромный вклад в анализ, алгебру, математическую физику и многие другие области математики; один из основоположников механики сплошных сред. Его имя внесено в список величайших учёных Франции, помещённый на первом этаже Эйфелевой башни. Зада́ча Коши́ — одна из основных задач теории дифференциальных уравнений (обыкновенных и с частными производными); состоит в нахождении решения (интеграла) дифференциального уравнения, удовлетворяющего так называемым начальным условиям (начальным данным).
Задача Коши обычно возникает при анализе процессов, определяемых дифференциальным законом эволюции и начальным состоянием (математическим выражением которых и являются уравнение и начальное условие). Сегодня мы подробно остановимся на следующем:
Формулировка задачи Коши для уравнения теплопроводности. Решение уравнения теплопроводности бесконечного стержня методом разделения переменных(методом Фурье).
В связи с этим, целью курсовой работы является последовательное изложение материала, а также необходимость логически упорядочить материал, выявив и рассмотрев подробно все аспекты, относящиеся к теме.
Объектом исследования является задача Коши для уравнения теплопроводности.
Предметом исследования является решение конкретных задач, связанных с уравнением теплопроводности бесконечного стержня.
В связи с этим, мы поставили перед собой следующие задачи:
-Рассмотреть уравнение теплопроводности, задачу Коши, а также формулу Пуассона. 
-На конкретных примерах рассмотреть решение задач, связанных с уравнением теплопроводности бесконечного стержня и задачей Коши.
















Глава 1. Формулировка задачи Коши для уравнения теплопроводности. Решение уравнения теплопроводности бесконечного стержня методом разделения переменных(методом Фурье)

1.1 Уравнение теплопроводности

Теплопроводность – молекулярный перенос теплоты, обусловленный разностью температур между различными частями тела. Совершая непрерывные хаотические движения, молекулы, атомы, электроны и другие микрочастицы, из которых состоят тела, сталкиваются друг с другом, при этом частицы, обладающие большей энергией, передают ее частично частицам с меньшей энергией. Происходит перенес энергии на уровне микротел.

Процессы теплообмена часто моделируют с помощью уравнений в частных производных 2-го порядка параболического типа. Простейшее уравнение параболического типа называют уравнением теплопроводности. Рассмотрим задачу о распространении тепла в теплоизолированном с боков однородном стержне (см. Приложение).
Будем полагать, что в каждой точке поперечного сечения стержня с абсциссой х температура в момент времени t одинакова и равна u(x,t). Распределение температуры в стержне связано с тепловыми потоками, возникающими в теле в случае ее неравномерного распределения. Рассмотрим участок стержня, заключенный между сечениями с абсциссами х и х+Δх, или кратко сечениями х и х+Δх. Составим уравнение баланса тепла. В произвольный момент времени t теплосодержание Q(t) фрагмента стержня, выделенного на рис.(см приложение), равно





Где − усредненная температура точек этого фрагмента,  [0;1]; константы: с − удельная теплоемкость, ρ − удельная плотность, S − площадь поперечного сечения. Изменение теплосодержания происходит за счет перетока тепла от более нагретых участков к менее нагретым. Согласно закону Фурье количество тепла, протекающее через сечение х за промежуток времени [t ;t+Δt ], равно  где k − коэффициент теплообмена, S − площадь сечения х. Изменение температуры за указанный промежуток времени связано с наличием тепловых потоков через боковые сечения:  или 




-=-,



все . Делим обе части на произведение  xt , после чего стремим   x t и к нулю. В итоге получим: или (1) ,


где При выполнении предельного перехода полагается, что функция u(x,t) дифференцируема по t и дважды дифференцируема по х. Уравнение (1) называют однородным одномерным уравнением теплопроводности. Если внутри стержня есть источники или стоки тепла с плотностью распределения F(x, t), то уравнение теплопроводности имеет вид: где 


f(x,t)= ,и называется неоднородным. К неоднородному уравнению приходим и в том случае, когда отсутствуют источники и стоки, но боковая поверхность стержня не является теплоизолированной и контактирует с окружающей средой по закону Ньютона g(x,t)=h(u-),


где - температура окружающей среды: (2), где 


, f(x,t)= .

Неоднородное уравнение теплопроводности                          описывает процесс распространения температуры в плоской пластинке с теплоизолированной граничной поверхностью и известной плотностью распределения источников.

Уравнение  моделирует сходные процессы в пространственном теле. Любые уточнения постановок, как правило, усложняют уравнения. Например, снятие допущения об однородности материала, из которого состоит рассматриваемый объект, приводит к линейному уравнению с переменными коэффициентами или квазилинейному уравнению.
























1.2. Задача Коши. Формула Пуассона

Рассмотрим задачу Коши для однородного уравнения теплопроводности. Найдем решение u(x, t) уравнения теплопроводности с заданным начальным условием:

 (3)

Уравнение теплопроводности принадлежит к параболическому типу и записано в каноническом виде. Но в отличие от волнового уравнения к нему нельзя применить непосредственное интегрирование для нахождения общего решения. Решение этой задачи описывается формулой Пуассона для однородного уравнения теплопроводности: 

 (4)
Выведем формулу (4), используя представление искомой функции интегралом Фурье в комплексной форме:

      (4)
где

 (5)
Найдем частные производные:


, .
Подставим их в уравнение теплопроводности и получим:




, или .



Отсюда  Получено обыкновенное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Разделим переменные и проинтегрируем: или 


Используем начальное условие и соотношение (5):    (6)                                
Соответственно 

u(x,t)= или

u(x,t)= .
Введем параметр     x и запишем внутренний интеграл в виде функции β:


Чтобы найти этот интеграл, составим дифференциальное уравнение относительно I(β). Для этого найдем производную по переменной β:


= =


= 

Итак, получено ДУ с разделяющимися переменными относительно функции I(β) :   (7)

Начальное условие имеет вид I(0)= . Значение этого интеграла легко выразить через значение интеграла Пуассона:


. Действительно:I(0)= . (8)
Решим задачу Коши (7)−(8). Разделим переменные в уравнении (7), найдем интегралы и получим общее решение:


, или .

Используем начальное условие (8): I(0)= .


Отсюда Теперь вернемся к искомой функции и исходным переменным: ,

u(x,t)=   (9)
















1.3. Решение уравнения теплопроводности бесконечного стержня методом разделения переменных
Рассмотрим в области 𝑅 × [0, ∞) однородное уравнение теплопроводности в однородной среде.

 (1)
Зададим начальное распределение температур

(2)
Решение задачи (1)-(2) будем искать методом разделения переменных в виде


Подставив в уравнение получаем 


Решение уравнений имеет вид

,


где 𝜆 – произвольное действительное число, следовательно,

 (3)


Учитывая начальное условие (2), получаем , следовательно, 


Подставим A() в (3): .
Изменив порядок интегрирования и вычислив интеграл по 𝜆 получаем


Получаем формулу Пуассона решение задачи теплопроводности в бесконечном стержне

. (4)
Необходимо доказать, что в формуле (4) 
1. Интеграл сходится. 
2. (4) удовлетворяет уравнению (1). 
3. (4) удовлетворяет начальному условию. 

Сходимость. Пусть  непрерывна, ограничена в R, тогда

. Остальные доказываются подстановкой в уравнение и начальное условие.

Рассмотрим неоднородное уравнение

, (5)

. (6)
Применим преобразование Фурье по переменной x

.
Тогда задача (5)-(6) преобразуется к виду:




Далее найдем решение задачи Коши, используя преобразования Лапласа.

. Получаем:

, откуда

.

(7)
Объединив (4) и (7) получаем формулу Пуассона для неоднородного уравнения


,     :
























Глава 2. Решение задач, связанных с уравнением теплопроводности бесконечного стержня и задачей Коши
2.1 Решение конкретной задачи Каши



Решить , 
Для решения поставленной задачи Коши используем формулу Пуассона (9), в которой примем      a=2,  ()=1 , и получим интегральное представление решения




Вычислим интеграл с помощью подстановки  При изменении ξ от   до + новая переменная β изменяется в противоположном направлении от  до   .  При этом ,


или и . Искомый интеграл примет вид:


Ответ: u(x,t)=1

Замечание. Получен ответ, имеющий простую физическую интерпретацию. В начальный момент времени все точки теплоизолированного стержня имели одинаковую температуру u 1. В случае равновесной температуры в стержне не возникнут никакие тепловые потоки и сохранится начальная температура.





2.2Решение уравнения теплопроводности для бесконечного стержня(методом Фурье)
Решить методом Фурье начально-краевую задачу для однородного уравнения теплопроводности:




Решение этой задачи дается формулой (7.10)  в которой коэффициенты [image: https://helpiks.org/helpiksorg/baza9/2275813043538.files/image1465.gif] определены соотношениями (7.12) . В нашем случае:

 Внося эти данные в (7.12), получаем:


Вычислим интегралы:


если k 1,2;
при k=1,2:



Подставив эти значения коэффициентов [image: https://helpiks.org/helpiksorg/baza9/2275813043538.files/image1465.gif] в (7.10), получим решение задачи в следующем виде 
Второй способ нахождения коэффициентов [image: https://helpiks.org/helpiksorg/baza9/2275813043538.files/image1486.gif]Функцию [image: https://helpiks.org/helpiksorg/baza9/2275813043538.files/image1488.gif] заданную соотношением (7.10), подставим в начальное условие:





Правая часть этого равенства представляет собой разложение в ряд Фурье по синусам. Поэтому, приравнивая коэффициенты при одинаковых  , будем иметь: =1; остальные  равны нулю.



























Заключение
Таким образом, нами были изучены следующие теоретические аспекты:
Уравнение теплопроводности, Задача Коши. Формула Пуассона, уравнение теплопроводности бесконечного стержня (метод разделения переменных).
После чего на практических задачах, нами были рассмотрены и решены задачи по данным теоретическим вопросам. 
























Приложение
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