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Введение
Одна из основных задач теории точечных множеств — изучение свойств различных типов точечных множеств.
Множество называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки. Если множество не имеет ни одной предельной точки, то его тоже принято считать замкнутым. Кроме своих предельных точек, замкнутое множество может также содержать изолированные точки. Множество называется открытым, если каждая его точка является для него внутренней.
Приведем примеры замкнутых и открытых множеств. Всякий отрезок  есть замкнутое множество, а всякий интервал  — открытое множество. Несобственные полуинтервалы  и  замкнуты, а несобственные интервалы  и открыты. Вся прямая является одновременно и замкнутым и открытым множеством. Удобно считать пустое множество тоже одновременно замкнутым и открытым. Любое конечное множество точек на прямой замкнуто, так как оно не имеет предельных точек. Множество, состоящее из точек 

замкнуто; это множество имеет единственную предельную точку , которая принадлежит множеству.
Интервал , обладающий тем свойством, что ни одна из его точек не принадлежит множеству, а точки  и  принадлежат , называется смежным интервалом множества . К числу смежных интервалов мы будем также относить несобственные интервалы  или , если точка или точка  принадлежит множеству , а сами интервалы с  не пересекаются.
Измеримые множества (в первоначальном понимании), множества, к которым применимо данное французским математиком А. Лебегом определение меры. Измеримое множество — одно из основных понятий теории функций действительного переменного, важнейший и весьма широкий класс точечных множеств. В частности, замкнутые множества и открытые множества, расположенные на некотором отрезке, являются измеримым множеством. В абстрактной теории меры измеримыми по отношению к какой-либо мере называются множества, входящие в область определения . В случае, когда  есть распределение вероятностей, измеримые множества называются также случайными событиями


ГЛАВА 1. [bookmark: _Toc43319794]О структуре открытых и замкнутых множеств
Будем рассматривать произвольное множество Е точек бесконечной прямой .
Назовем дополнением множества  множество,обозначаемое символом  и равное совокупности тех точек бесконечной прямой , которые не принадлежат множеству Е.
Если назвать разностью множеств  и  совокупность тех точек множества , которые не принадлежат множеству В, и обозначить разность множеств  и  символом , то дополнение  множества  можно представить в виде

Вспомним некоторые определения.
1°. Точка  называется внутренней точкой множества Е, если найдется некоторая окрестность точки  (т. е. интервал, содержащий эту точку), целиком принадлежащая множеству Е.
В дальнейшем произвольную окрестность точки х мы будем обозначать символом 
2°. Точка  называется предельной точкой множества , если в любой окрестности  точки  найдется хотя бы одна точка  множества , отличная от .
3°. Множество  называется открытым, если все точки этого множества являются внутренними.
4°. Множество  называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.
Совокупность всех предельных точек произвольного множества  договоримся обозначать символом , а сумму, или объединение двух множеств  и  будем обозначать символом  или . Договоримся далее называть замыканием произвольного множества  множество, обозначаемое символом  и равное сумме .
Очевидно, что для любого замкнутого множества  справедливо равенство . Совокупность всех внутренних точек произвольного множества  будем обозначать символом 
Очевидно, что для любого открытого множества  справедливо равенство . Для совершенно произвольного множества  множество  является открытым, а множество  - замкнутым.
3амечание. Можно показать, что  является суммой всех содержащихся в  открытых множеств, а  является пересечением всех содержащих  замкнутых множеств. Таким образом,  является наибольшим содержащимся в  открытым множеством, а  является наименьшим содержащим  замкнутым множеством. Остановимся на простейших свойствах открытых и замкнутых множеств.
1°. Если множество  замкнуто, то его дополнение  открыто.
Доказательство. Любая точка  множества  не принадлежит  и (в силу замкнутости ) не принадлежит множеству  предельных точек . Но это означает, что некоторая окрестность  точки  не принадлежит  и поэтому принадлежит .
2°. Если множество  открыто, то его дополнение  замкнуто.
Доказательство. Любая предельная точка  множества  заведомо принадлежит этому множеству, ибо в противном случае  принадлежала бы , а поскольку  – открытое множество, то и некоторая окрестность  точки  принадлежала бы  и не принадлежала бы , т. е. точка  не являлась бы предельной точкой .
3°. Сумма любого числа открытых множеств является открытым множеством.
Доказательство. Пусть множество  представляет собой сумму какого угодно числа открытых множеств  (индекс , вообще говоря, не является номером), и пусть  - произвольная точка . Тогда (по определению суммы множеств)  принадлежит хотя бы одному из множеств , и поскольку каждое множество  является открытым, то найдется некоторая окрестность точки , также принадлежащая указанному множеству , а стало быть, и множеству .
4°. Пересечение любого конечного числа открытых множеств является открытым множеством.
Доказательство. Пусть множество  является пересечением открытых множеств  и пусть  – любая точка Е. Тогда для любого  точка  принадлежит , и потому найдется некоторая окрестность , точки , также принадлежащая . Если , то окрестность  точки  принадлежит всем  и вследствие этого принадлежит .
5°. Пересечение любого числа замкнутых множеств является замкнутым множеством.
Доказательство. Пусть множество  представляет собой пересечение какого угодно числа замкнутых множеств  (индекс , вообще говоря, не является номером). Заметим, что дополнение СЕ представляет собой сумму всех дополнений , каждое из которых, согласно 1°, представляет собой открытоемножество.
Согласно 3° множество СЕ является открытым, а поэтому на основании 2° множество Е является замкнутым.
6°. Сумма конечного числа замкнутых множеств является замкнутым множеством.
Доказательство. Пусть Е представляет собой сумму замкнутых множеств . Тогда СЕ представляет собой пересечение множеств , каждое из которых в силу 1° является открытым. Согласно 4° множество СЕ является открытым, а поэтому на основании 2° множество Е является замкнутым.
7°. Если множество  замкнуто, а мноэество  открыто, то множество  замкнуто, а множество  открыто.
Доказательство. Достаточно заметить, что множество  является пересечением замкнутых множеств F и СG, а множество  является пересечением открытых множеств  и СF.
С помощью установленных свойств докажем теорему о структуре произвольного открытого множества точек бесконечной прямой.
Далее интервалом будем называть любое связное открытое множество точек бесконечной прямой. Иными словами, интервал - это либо открытый отрезок , либо одна из открытых полупрямых  или , либо вся бесконечная прямая .
Теорема 1. Любое открытое множество точек бесконечной прямой представляет собой сумму конечного или счетного числа попарно непересекающихся интервалов.
Доказательство. Пусть  - любое открытое множество, а  - произвольная фиксированная точка . Так как  является открытым, то найдется некоторая содержащаяся в  окрестность  точки . Сумму всех содержащихся в  окрестностей v(x) данной фиксированной точки  обозначим через . Докажем, что  представляет собой интервал.
Обозначим через  точную нижнюю грань множества всех точек (в случае, если множество всех точек  не ограничено снизу, мы положим  а через  точную верхнюю грань множества всех точек  (в случае, если множество всех точек  не ограничено сверху, мы положим . Достаточно доказать, что произвольная точка  интервала  принадлежит . Пусть  - произвольная точка . Ради определенности будем считать, что  (случай  рассматривается совершенно аналогично). По определению точной нижней грани найдется принадлежащая  точка  такая, что . Но это означает, что найдется некоторая окрестность  фиксированной нами точки , содержащая точку . В силу неравенства  эта же окрестность  содержит и точку . Отсюда следует, что и  содержит , и доказательство того, что  интервал, завершено. Можно сказать, что  представляет собой наибольший интервал, содержащий точку  и содержащийся в .
Убедимся теперь в том, что если интервалы  и  построены для двух различных фиксированных точек  и  множества , то эти интервалы либо не имеют общих точек, либо совпадают между собой. В самом деле, если бы интервалы  и  содержали общую точку , то они оба содержались бы в  и потому совпадали бы.
Построив для каждой точки  свой интервал , мы отберем теперь интервалы, не содержащие общих точек (т. е. попарно непересекающиеся). Каждый такой интервал содержит хотя бы одну рациональную точку. Поскольку множество всех рациональных точек счетно, то число всех попарно непересекающихся интервалов  не более чем счетно. Так как сумма всех таких интервалов составляет множество , то теорема доказана.
Следствие. Всякое замкнутое множество точек бесконечной прямой получается удалением из бесконечной прямой конечного или счетного числа попарно непересекающихся интегралов. 


ГЛАВА 2. [bookmark: _Toc43319795]Внешняя и внутренняя меры 
ограниченного множества

Определение 1. Внешней мерой mE ограниченного множества E называется точная нижняя граница мер всевозможных открытых ограниченных множеств, содержащих множество E:
[image: ]
Очевидно, для всякого ограниченного множества E cуществует внешняя мера, причем 0  m*E  +
Определение 2. Внутренней мерой m*E ограниченного множества E называется точная верхняя граница мер всевозможных замкнутых множеств, содержащихся в множестве E:[image: ]
mE=[image: ].
Очевидно, что всякое ограниченное множество E имеет внутреннюю меру, причем 0  m*E  +.
Теорема 2. Для всякого ограниченного множества Е
m*E  m*E.
Доказательство. Пусть  ограниченное открытое множество, содержащее множество Е. Какое бы замкнутое подмножество F множества Е ни взять, будет  и, в силу теоремы 2, mF mG. Отсюда mE mG. Но так как это верно для всякого открытого ограниченного множества G, содержащего Е, то mE mE, что и требовалось доказать.
Теорема 3. Пусть  и  суть ограниченные множества. Если , то
mA mВ, mA mB.
Доказательство. Оба неравенства доказываются аналогично. Остановимся для примера на первом из них.
Пусть S есть множество, состоящее из мер всевозможных замкнутых подмножеств множества А, а Т такое же множество для множества В. Тогда mA = sup S, mB = sup T.
Пусть F есть замкнутое подмножество А, тогда и подавно  является подмножеством множества . Отсюда следует, что , и теорема вытекает из того известного факта, что точная верхняя граница подмножества какого-либо множества не превосходит точной верхней границы самого этого множества.
Теорема 4. Если ограниченное множество Е есть сумма конечного числа или счетного множества множеств Еk 
E=[image: ], то m*E[image: ]
Доказательство. Теорема тривиальна в случае  расходимости ряда [image: ]. Предположим, что этот ряд сходится. Взяв произвольное > 0, мы можем найти такие открытые ограниченные множества Gk, что
GkEk, mGk<m*Ek+[image: ]   (R=1,  2, 3, …).
Назовем через какой-нибудь интервал, содержащий множество Е. Тогда Е[image: ] откуда, в силу теоремы 2.
m*E  m[image: ]  m[image: ] [image: ]  [image: ],
и теорема вытекает из произвольности числа 
Теорема 5. Если ограниченное множество Е есть сумма конечного числа или счетного множества взаимно не налегающих множеств Еk.
Е=[image: ]     (EkEk’=0, kk’),
то
m*E=[image: ]*Ek.
Доказательство. Рассмотрим первые n множеств Е1, Е2,... …, Еn. Для любого  > 0 существуют такие замкнутые множества Fk, что
Fk⊂Ek,     mFk>m*Ek-[image: ]   (k=1, 2, …, n).
Множества попарно не пересекаются и сумма их [image: ]замкнута. Отсюда, применяя теорему 5, получим
m*E  m[image: ]= [image: ]mFk > [image: ]m*Ek - .
Так как произвольно, то [image: ].
Этим теорема доказана для случая конечного числа слагаемых множеств. Если же этих множеств имеется счетное множество, то, опираясь на произвольность числа n, мы установим сходимость ряда [image: ] и неравенство [image: ].
Легко видеть, что теорема перестает быть справедливой, если отбросить условие отсутствия общих точек у множеств Ek. Например, если , то .
Теорема 6. Пусть Е ограниченное множество. Если  интервал, содержащий это множество, то
m*E+m*[CE]=m.
Доказательство. Возьмем произвольное и найдем такое замкнутое множество F, что FCЕ, mFm[CE].
Если мы положим G=CF, то множество  будет открытым ограниченным множеством, содержащим множество , откуда, с помощью леммы находим
m*E  m*G = m- mF m- m*[CE] + .
Отсюда, в силу произвольности следует, что
m*E + m*[CE] m.
Для того чтобы получить обратное неравенство
m*E + m*[CE] m,                                         (*)
приходится рассуждать тоньше.
Возьмем  и найдем такое открытое ограниченное множество G0, что G0 Е, mG0 < m*E + [image: ].
Назовем концы интервала черезA и B и построим такой содержащийся в интервал (a, b), что
A < a < A+[image: ],     В - [image: ]< b < B.
Сделав это, положим G = G0 + (A, a) + (b, B).
Множество G открыто, ограничено, содержит E и таково, что 
mG < mE + 
Но кроме того (и это здесь основное) множество F = CG оказывается замкнутым, что вытекает из легко проверяемого тождества F = а, bCG.
Так как F  СЕ, то mСЕmF = m - mG  m - m*E -.
Отсюда, в силу произвольности следует неравенство (*), а с ним и теорема.
Следствие. В обозначениях теоремы будет
mCЕ - mCЕm*E – m*E.
В самом деле, если мы переменим роли множеств Е и СЕ, то получим, что m*CЕm*Е = mоткуда
m*CЕm*E = m*E + m*CE,
а это равносильно доказываемому утверждению.


ГЛАВА 3. [bookmark: _Toc43319796]Измеримые множества
2.1. [bookmark: _Toc43319797]Внешняя мера множества и её свойства
Отправным пунктом этой теории является привлечение в качестве основного (исходного) множества интервала , длина или мера которого считается известной и равной числу .
Пусть Е - произвольное множество на числовой прямой.
Покрытием  множества  назовем всякую конечную или счетную систему интервалов , сумма которых содержит множество . Сумму длин всех интервалов , составляющих покрытие , обозначим символом  . Итак,

Оnределенuе. Внешней мерой множества Е называется точная нижняя грань  на множестве всех покрытий  множества .
Внешнюю меру множества  будем обозначать символом . Итак, по определению

Очевидно, внешняя мера любого интервала совпадает с длиной этого интервала.
Выясним основные свойства внешней меры.
1. Если множество  содерижится в , то . 
Для доказательства достаточно заметить, что любое покрытие  является одновременно покрытием и .
2. Если множество  представляет собой сумму конечного или счетного числа множеств { (символически  то

 Доказательство. Фиксируем произвольное . По определению меры  как точной нижней грани, для каждого номера найдется покрытие  множества  системой интервалов  такое, что 

Обозначим через S покрытие всего , объединяющее все покрытия  и состоящее из всех интервалов . Так как  является покрытием , то , но 
Из последних двух соотношений и из (2.2) получим

Неравенство (2.1) доказано.
Договоримся называть расстоянием между множествами  и точную нижнюю грань расстояний между двумя точками множеств  и  соответственно. Будем обозначать расстояние между множествами  и  символом 
3. Еслu , то.
Доказательство. Положим . Для произвольного  и выбранного нами  найдется покрытие множества  такое, что  и длина каждого интервала покрытия  меньше . Очевидно, что интервалы , покрывающие точки , не содержат точек  и, наоборот, интервалы, покрывающие точки , не содержат точек . Иными словами, взятое мной покрытие  распадается на сумму двух покрытий , первое из которых  покрывает , а второе  покрывает . Итак, мы получаем, что

Отсюда следует, что  и, стало быть (в силу произвольности ), . Так как на основании свойства 2 справедливо и обратное неравенство , то . Свойство 3 доказано.
В частности, свойство 3 справедливо, если  и  ограничены, замкнуты и не содержат общих точек.
4. Для произвольного множества и произвольного числа  найдётся открытое множество , содержащее  и такое, что 
Доказательство. Достаточно взять в качестве  сумму всех интервалов, составляющих покрытие  множества , для которого .


2.2. [bookmark: _Toc43319798]Измеримые множества и их свойства
Определение. Множество  называется измеримым, если для любого положительного числа  найдется открытое множество , содержащее  и такое, что внешняя мера разности  меньше 
Внешнюю меру измеримого множества назовем мерой этого множества и обозначим символом . Из этого определения следует, что мера множества  равна нулю тогда и только тогда, когда равна нулю внешняя мера этого множества.
Докажем ряд утверждений, выясняющих основные свойства измеримых множеств.
Теорема 7. Всякое открытое множество измеримо, причем мера его равна сумме длин составляющих его попарно не пересекающихся интервалов.
Доказательство очевидно (достаточно в определении измеримости взять  и заметить, что точная нижняя грань  достигается на покрытии , совпадающем с разбиением  на сумму попарно непересекающихся интервалов).
Теорема 8. Cумма конечного или счетного числа измеримых множеств является измеримым множеством.
Доказательство. Пусть  , причем каждое  измеримо. Фиксируем произвольное . Для каждого множества  найдется содержащее его открытое множество  такое, что

Положив , заметим, что множество  содержится в  и что разность  содержится в сумме . Но тогда из свойства 2 внешней меры (см. предыдущий пункт) получим

Теорема доказана.


Теорема 9. Всякое замкнутое множество  измеримо.
Доказательство. Проведем доказательство в два шага.
1. Сначала предположим, что множество F ограничено. Фиксируем произвольное . Согласно свойству 4 внешней меры (см. предыдущий пункт) найдется открытое множество , содержащее F и такое, что

Согласно свойству 7 из главы выше множество  является открытым.
Поэтому, согласно теореме 7, множество  представимо в виде суммы  попарно не пересекающихся интервалов . Теорема будет доказана, если мы установим, что

Для каждого интервала  и для каждого числа  из интервала  договоримся обозначать символом интервал , а символом  сегмент . Если же , то  будет обозначать пустое множество, для которого . Для каждого номера   положим . Очевидно, что . Множество , согласно свойству 6, является замкнутым. Так как это множество не имеет общих точек с замкнутым множеством , то (в силу свойства 3 внешней меры)
 (2.6)
С другой стороны, поскольку множество  (при любом  и для всех номеров ) содержится в , то (в силу свойства 1 внешней меры)

Из (2.4), (2.6) и (2.7) получим, что

(для всех  и всех номеров ). Так как множество  ограничено и его внешняя мера , из (2.8) получим, что

 (для всех  и всех номеров ). Переходя в (2.9) к пределу сначала при , а затем при , мы получим неравенство (2.5). Тем самым для случая ограниченного множества  теорема доказана.
2. Если замкнутое множество , вообще говоря, не является ограниченным, то мы представим  в виде суммы  , где  -пересечение замкнутых множеств  и . Согласно доказанному в первом шаге каждое  измеримо (ибо оно замкнуто и ограничено), а поэтому в силу теоремы 9 измеримо и множество . Теорема полностью доказана.
Теорема 10. Если множество  измеримо, то и его дополнение  измеримо.
Доказательство. По определению измеримости множества  для любого номера  найдется содержащее  открытое множество , для которого

Пусть . Поскольку  для любых множеств  и , то  и, стало быть, . Из последнего равенства следует, что для любого номера 

Из (2.11) и из свойства 1 внешней меры получим, что для любого номера 

а из последнего неравенства и из (2.10) получим, что

(для любого номера ). Но это означает, что внешняя мера, а стало быть, и мера множества  равна нулю, т. е. множество  равно сумме измеримых множеств  и  (последнее множество измеримо в силу теорем 8 и 9). Теорема доказана.
Следствие. Для того чтобы множество  было измеримо, необходимо и достаточно, чтобы для любого положительного числа  нашлось замкнутое множество , содержащееся в  и такое, что внешняя мера разности  меньше .
Доказательство. Измеримость множества  эквивалентна измеримости  (теорема 10), т. е. эквивалентна требованию, чтобы для любого  нашлось открытое множество , содержащее  и такое, что . Но указанное требование (в силу тождества ) эквивалентно требованию, чтобы для любого  нашлось замкнутое множество , содержащееся в  и такое, что . Следствие доказано.
Замечание 1. Содержащееся в только что доказанном следствии условие измеримости может быть принято за новое определение измеримости, эквивалентное определению, сформулированному в начале этого пункта.
Теорема 11. Пересечение конечного или счетного числа измеримыx множеств является измеримым множеством.
Доказательство. Будем обозначать пересечение множеств , , ... символом . В силу тождества  доказываемая теорема сразу вытекает из теорем 8 и 10.
Теорема 12. Разность двух измеримых множеств является измеримым множеством.
Доказательство вытекает из тождества  и из теорем 10 и 11.
Переходим теперь к доказательству основной теоремы теории меры.
Теорема 13. Мера суммы конечного или счетного числа попарно непересекающихся измеримых множеств равна сумме мер этих множеств.
Доказательство. Пусть , причем множества  измеримы и попарно не пересекаются. Рассмотрим отдельно два случая.
1) Сначала предположим, что все  ограничены. Заметим, что для случая, когда все  замкнуты и их  конечное число, доказываемая теорема сразу вытекает из свойства 3 внешней меры.
Пусть теперь  - произвольные ограниченные попарно непересекающиеся множества.
В силу следствия из теоремы 10 для любого  и для каждого номера  найдется замкнутое множество , содержащееся в  и такое, что . Так как все множества  ограничены, замкнуты и попарно не пересекаются, то для любого конечного  в силу сделанного выше замечания

С другой стороны, из равенства  вытекает (в силу свойства 2 внешней меры), что  так что

(для любого конечного ). Из (2.12) и (2.13) заключаем, что для любого конечного 

Учтем теперь, что сумма всех множеств  содержится в . Отсюда следует, что для любого номера 

так что (в силу (8.14)) для любого номера 



Переходя в (2.15) к пределу при , мы получим, что

и, стало быть, на основании произвольности 

Теперь остается заметить, что из равенства суммы  множеству Е и из свойства 2 внешней меры вытекает обратное неравенство

Из неравенств (2.16) и (2.17) вытекает утверждение доказываемой теоремы (для случая ограниченных множеств ).
2) Пусть теперь множества  не являются, вообще говоря, ограниченными. Тогда мы обозначим символом  ограниченное множество  
Из равенства  и из рассмотренного выше случая следует, что

Теорема полностью доказана.
3амечание 2. Фундаментальное свойство меры, устанавливаемое теоремой 8, называется аддитивностью меры.
Для того чтобы сформулировать еще одно свойство меры,
введем новое понятие.
Определение 2. Назовем  множеством типа , если  представимо в виде пересечения счетного числа открытых множеств , и множеством типа , если  представимо в виде суммы счетного числа замкнутых множеств .

Теорема 14. Если множество  измеримо, то найдутся множество  типа , содержащееся. в , и множество  типа , содержащее Е, для которых . 
Доказательство. В силу измеримости  и следствия из теоремы 10 для любого номера  найдутся открытое множество , содержащее , и замкнутое множество , содержащееся в , такие, что

Положим . Так как для любого номера 

то в силу (2.18) и свойства  внешней меры

В силу произвольности номера  отсюда следует, что 
и . Теорема доказана.
3амечание 3. Отметим, что существуют неизмеримые множества. Для их построения достаточно принять во внимание, что на единичной окружности существует счетное число попарно непересекающихся и конгруэнтных друг другу множеств, объединение которых равно множеству всех точек этой окружности. Таковыми являются множество  всех точек окружности, любые две из которых нельзя совместить друг с другом поворотом на угол , где  - любое целое, а  - фиксированное иррациональное число, и все множества , которые получаются из  поворотом на угол . Если бы  было измеримо, то были бы измеримы и все множества , причем  для всех целых . Но тогда в силу теоремы 13 мы получили бы, что , что невозможно ни при каком значении .


2.3. [bookmark: _Toc43319799]Канторово совершенное множество
Построим одно специальное замкнутое множество, обладающее рядом замечательных свойств. Прежде всего удалим из прямой несобственные интервалы . После этой операции у нас останется отрезок . Далее, удалим из этого отрезка интервал , составляющий его среднюю треть. Из каждого из оставшихся двух отрезков  удалим его среднюю треть. Этот процесс удаления средних третей у остающихся отрезков продолжим неограниченно. Множество точек на прямой, остающееся после удаления всех этих интервалов, называется канторовым совершенным множеством; мы будем обозначать его буквой .
Рассмотрим некоторые свойства этого множества. Множество  замкнуто, так как оно образуется путем удаления из прямой некоторого, множества непересекающихся интервалов. Множество  не пусто; во всяком случае в нем содержатся концы всех выброшенных интервалов.
Замкнутое множество  называется совершенным, если оно не содержит изолированных точек, т. е. если каждая его точка является предельной точкой. Покажем, что множество  совершенно. Действительно, если бы некоторая точка  была изолированной точкой множества , то она служила бы общим концом двух смежных интервалов этого множества. Но, согласно построению, смежные интервалы множества  не имеют общих концов.
Множество  не содержит ни одного интервала. В самом деле, допустим, что некоторый интервал  целиком принадлежит множеству . Тогда он целиком принадлежит одному из отрезков, получающихся на -м шаге построения множества . Но это невозможно, так как при  длины этих отрезков стремятся к нулю.
Можно показать, что множество P имеет мощность континуума. В частности, отсюда следует, что канторово совершенное множество содержит, кроме концов смежных интервалов, еще и другие точки. Действительно, концы смежных интервалов образуют лишь счетное множество.

[bookmark: _Toc43319800]Заключение
В ходе данной курсовой работы были установлены определения открытых, замкнутых и измеримых множеств.
Удалось рассмотреть и доказать теоремы о множествах. Были выявлены и доказаны свойства и структуры открытых и замкнутых множеств:
1. Если множество  замкнуто, то его дополнение  открыто.
2. Если множество  открыто, то его дополнение  замкнуто.
3. Сумма любого числа открытых множеств является открытым множеством.
Также были доказаны все свойства внешней меры множеств:
1. Если множество  содерижится в , то .
2. Если множество  представляет собой сумму конечного или счетного числа множеств { (символически  то

3. Еслu , то.
4. Для произвольного множества и произвольного числа  найдётся открытое множество , содержащее  и такое, что 
[bookmark: _GoBack]Множества используют в программировании. Повторение значений, как правило, недопустимо. За исключением того, что множество в программировании конечно, оно в общем соответствует концепции математического множества. Для этого типа в языках программирования обычно предусмотрены стандартные операции над множествами, соответствующие вышеперечисленным свойствам.
В языке Паскаль множество — составной тип данных, хранящий информацию о присутствии в множестве объектов любого счетного типа. Мощность этого типа определяет размер множества — 1 бит на элемент. В Turbo Pascal есть ограничение на 256 элементов, в некоторых других реализациях это ограничение ослаблено.
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