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Введение 

Одним из основополагающих разделов курса математического анализа 

является раздел, изучающий теорию предела последовательности и предела 

функции. Данная теория является значимой для изучения многих других 

разделов математического анализа, а также других дисциплин математики. 

Целью данной курсовой работы является рассмотрение и доказательство 

теоремы Штольца. В теоретической части я расскажу о таких темах, как числовая 

последовательность, теорема Штольца и её доказательство, а также примеры её 

применения. В практической части я рассмотрю задачи, которые решаются с 

помощью применения данной теоремы. 
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Глава I. Теоретическая часть 

§1. Числовые последовательности 

Представим себе натуральный ряд: 

  1, 2, 3, . . . , 𝑛, . . .,                             (1.1)               

в котором числа расположены в порядке возрастания, так что большее число n 

следует за меньшим числом (или меньшее число предшествует большему n). 

Если теперь заменить в ряде (1), по какому-нибудь закону, каждое натуральное 

число n некоторым вещественным числом 𝑥𝑛, то получится числовая 

последовательность: 

   𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛, . . .,     (1.2)        

члены или элементы которой 𝑥𝑛 занумерованы всеми натуральными числами и 

расположены в порядке возрастания номеров.  

Сокращенно последовательность (1.2) будем обозначать символом {𝑥𝑛}. 

Введем понятие арифметических операций над числовыми 

последовательностями. Пусть даны произвольные последовательности  

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . .. и 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛, . .. Суммой этих последовательностей назовем 

последовательность 𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛, . .. (или {𝑥𝑛 + 𝑦𝑛}), разностью – 

последовательность 𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2, . . . , 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛, . .. (или {𝑥𝑛 − 𝑦𝑛}), 

произведением – последовательность 𝑥1 ∙ 𝑦1, 𝑥2 ∙ 𝑦2, . . . , 𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛, . .. (или {𝑥𝑛 ∙ 𝑦𝑛}), 

частным – последовательность 
𝑥1

𝑦1
,

𝑥2

𝑦2
, . . . ,

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, . .. (или {

𝑥𝑛

𝑦𝑛
}). 

Замечание. При определении частного {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} нужно требовать, чтобы все 

элементы 𝑦𝑛 последовательности {𝑦𝑛} были отличны от нуля. Однако если у 

последовательности {𝑦𝑛} обращается в нуль лишь конечное число элементов, то 

частное {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} можно определить с того номера, начиная с которого все элементы 

𝑦𝑛 отличны от нуля.   
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§2. Теорема Штольца 

Во многих случаях для исследования сходимости частного {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} 

последовательностей {𝑥𝑛} и {𝑦𝑛} оказывается полезной теорема Штольца. 

Теорема Штольца. Пусть {𝑦𝑛} – возрастающая бесконечно большая 

последовательность, и пусть последовательность {
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
} сходится и имеет 

предел a. Тогда последовательность {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} сходится и имеет предел a. Таким 

образом, 

lim
𝑥→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑥→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
. 

 

Доказательство. Поскольку последовательность {
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
} сходится и 

имеет пределом число a, то последовательность {𝛼𝑛}, где 𝛼𝑛 =
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
– 𝑎, 

бесконечно малая. Пусть 𝑁̅ – любой фиксированный номер и 𝑛 > 𝑁̅. Используя 

выражение для 𝛼𝑛, рассмотрим серию неравенств: 

   

𝑥𝑁̅+1 − 𝑥𝑁̅ = 𝑎(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅) + 𝛼𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅), 

𝑥𝑁̅+2 − 𝑥𝑁̅+1 = 𝑎(𝑦𝑁̅+2 − 𝑦𝑁̅+1) + 𝛼𝑁̅+2(𝑦𝑁̅+2 − 𝑦𝑁̅+1), 

            .…………………………………………………………… 

𝑥𝑛–1 − 𝑥𝑛–2 = 𝑎(𝑦𝑛–1 − 𝑦𝑛–2) + 𝛼𝑛–1(𝑦𝑛–1 − 𝑦𝑛–2), 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛–1 = 𝑎(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1) + 𝛼𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1). 

 

Складывая эти равенства, найдем 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑁̅ = 𝑎𝑦𝑛 − 𝑎𝑦𝑁̅ + 𝛼𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅) + 𝛼𝑁̅+2(𝑦𝑁̅+2 − 𝑦𝑁̅+1) + ⋯ 

. . . +𝛼𝑛–1(𝑦𝑛–1 − 𝑦𝑛–2) + 𝛼𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1). 

 

Так как {𝑦𝑛} – возрастающая бесконечно большая последовательность, то, 

начиная с некоторого номера, ее элементы положительны. Будем считать, что 

при 𝑛 ≥ 𝑁̅ 𝑦𝑛 > 0.  
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Тогда из последнего равенства получим 

𝑥𝑛

𝑦𝑛
− 𝑎 =

𝑥𝑁̅ − 𝑎𝑦𝑁̅

𝑦𝑛
+ 

+
𝛼𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅) + 𝛼𝑁̅+2(𝑦𝑁̅+2 − 𝑦𝑁̅+1)+. . . +𝛼𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1)

𝑦𝑛
. 

Поскольку последовательность {𝑦𝑛} возрастающая, то разности 𝑦𝑘+1  −  𝑦𝑘,  

𝑘 = 𝑁̅, 𝑁̅ + 1, . . . , 𝑛 − 1, положительны. Поэтому из последнего соотношения 

имеем 

|
𝑥𝑛

𝑦𝑛
− 𝑎| ≤ |

𝑥𝑁̅ − 𝑎𝑦𝑁̅

𝑦𝑛
| +

|𝛼𝑁̅+1|(𝑦𝑁̅+1− 𝑦𝑁̅)+|𝛼𝑁̅+2|(𝑦𝑁̅+2− 𝑦𝑁̅+1)+...+|𝛼𝑛|(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1)

𝑦𝑛
.    (2) 

 

Докажем теперь, что последовательность {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} сходится и имеет предел a. 

Для этого достаточно доказать, что для любого положительного ε можно указать 

номер N такой, что при 𝑛 ≥ 𝑁 выполняется неравенство |
𝑥𝑛

𝑦𝑛
− 𝑎| < 𝜀.  

Во-первых, по данному 𝜀 > 0 выберем номер 𝑁̅ так, чтобы при 𝑛 ≥ 𝑁̅ 

выполнялось неравенство |𝛼𝑛| <
𝜀

2
 (это возможно, поскольку 

последовательность {𝛼𝑛} бесконечно малая). Далее, выберем номер 𝑁 ≥ 𝑁̅ так, 

чтобы при 𝑛 ≥ 𝑁 выполнялось неравенство |
𝑥𝑁̅−𝑎𝑦𝑁̅

𝑦𝑛
| <

𝜀

2
. Такой выбор номера N 

возможен, поскольку 𝑥𝑁̅ − 𝑎𝑦𝑁̅ фиксировано, а последовательность {𝑦𝑛} 

бесконечно большая, и поэтому последовательность {
𝑥𝑁̅−𝑎𝑦𝑁̅

𝑦𝑛
} бесконечно малая. 

Пусть теперь 𝑛 ≥ 𝑁.  

Из неравенства (2) имеем 

|
𝑥𝑛

𝑦𝑛
− 𝑎| <

𝜀

2
+

𝜀

2

(𝑦𝑁̅+1 −  𝑦𝑁̅) + (𝑦𝑁̅+2 − 𝑦𝑁̅+1)+. . . +(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1)

𝑦𝑛
. 

Или 

|
𝑥𝑛

𝑦𝑛
− 𝑎| <

𝜀

2
+

𝜀

2

(𝑦𝑛 −  𝑦𝑁̅)

𝑦𝑛
. 

Так как при 𝑛 ≥ 𝑁 𝑦𝑛 −  𝑦𝑁̅ ≤ 𝑦𝑛 и 𝑦𝑛 > 0, то 
(𝑦𝑛− 𝑦𝑁̅)

𝑦𝑛
≤ 1.  
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Поэтому при 𝑛 ≥ 𝑁 из последнего неравенства имеем  

|
𝑥𝑛

𝑦𝑛
− 𝑎| < 𝜀. 

Теорема Штольца доказана. 
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§3. Замечание к теореме Штольца 

Если {𝑦𝑛} – возрастающая бесконечно большая последовательность, а 

последовательность {
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
} также бесконечно большая и стремится к 

бесконечности определенного знака, то последовательность {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} бесконечно 

большая. 

В самом деле, пусть 

{
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
} = 𝐴𝑛. 

 

Последовательность {𝐴𝑛} бесконечно большая. Имеем при 𝑛 ≥ 𝑁̅ 

𝑥𝑁̅+1 − 𝑥𝑁̅ = 𝐴𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅), 

                               …………………………………… 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛–1 = 𝐴𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1). 

 

Складывая эти равенства, найдем 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑁̅ = 𝐴𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅)+. . . +𝐴𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1). 

Отсюда 

𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

𝐴𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅)+. . . +𝐴𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1)

𝑦𝑛
+

𝑥𝑁̅

𝑦𝑛
. 

 

Из этого соотношения имеем 

                        |
𝑥𝑛

𝑦𝑛
| ≥ |

𝐴𝑁̅+1(𝑦𝑁̅+1− 𝑦𝑁̅)+...+𝐴𝑛(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1)

𝑦𝑛
| − |

𝑥𝑁̅

𝑦𝑛
|.      (3) 

Будем для определенности считать, что при 𝑛 ≥ 𝑁̅ элементы 

последовательностей {𝑦𝑛} и {𝐴𝑛} положительны. Выберем, далее, по заданному 

положительному 𝐴 номер 𝑁̅ так, чтобы при 𝑛 ≥ 𝑁̅ выполнялось неравенство 

𝐴𝑛  > 4𝐴, затем такое 𝑁 ≥ 𝑁̅, что при 𝑛 ≥ 𝑁̅ 

|
𝑥𝑁̅

𝑦𝑛
| < 𝐴,   |

𝑦𝑁̅

𝑦𝑛
| <

1

2
. 
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Возможность выбора такого 𝑁 обеспечивается тем, что 

последовательности {𝑦𝑛} и {𝐴𝑛} бесконечно большие и их члены, начиная с 

некоторого номера, положительны. Очевидно, при 𝑛 ≥ 𝑁 из неравенства (3) 

имеем 

|
𝑥𝑛

𝑦𝑛
| > 4𝐴

(𝑦𝑁̅+1 − 𝑦𝑁̅)+. . . +(𝑦𝑛 − 𝑦𝑛–1)

𝑦𝑛
− |

𝑥𝑁̅

𝑦𝑛
|, 

или 

|
𝑥𝑛

𝑦𝑛
| > 4𝐴 (1 −

𝑦𝑁̅

𝑦𝑛
) − 𝐴 > 𝐴. 

Таким образом, последовательность {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} бесконечно большая. 
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§4. Примеры применения теоремы Штольца 

Пример 1.  

Докажем, что если последовательность {𝑎𝑛} сходится и имеет предел a, то 

последовательность {
𝑎1+𝑎2+...+𝑎𝑛

𝑛
} средних арифметических значений элементов 

последовательности {𝑎𝑛} сходится к тому же самому пределу a. 

В самом деле, если положить 𝑎1 + 𝑎2+. . . +𝑎𝑛 = 𝑥𝑛, а 𝑦𝑛 = 𝑛, то  

𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
= 𝑎𝑛. Так как lim

𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
= lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 существует, то по теореме Штольца 

lim
𝑛→∞

𝑎1 + 𝑎2+. . . +𝑎𝑛

𝑛
= lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 𝑎. 

Пример 2. 

Рассмотрим теперь последовательность {𝑎𝑛}, где 

𝑎𝑛 =
1𝑘 + 2𝑘+. . . 𝑛𝑘

𝑛𝑘+1
 

и k – целое положительное число. 

Обозначим 1𝑘 + 2𝑘+. . . 𝑛𝑘 через 𝑥𝑛, а 𝑛𝑘+1 через 𝑦𝑛. Тогда 

последовательность {𝑎𝑛} приобретает вид {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
}. Исследуем сходимость 

последовательности {
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
}. Имеем 

𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
=

𝑛𝑘

𝑛𝑘+1 – (𝑛 –  1)𝑘+1 
=

𝑛𝑘

(𝑘 + 1)𝑛𝑘 – 
(𝑘 + 1)

2
𝑛 𝑘 – 1+. . . +(–  1)𝑘+1 

. 

Поделив числитель и знаменатель последнего выражения на 𝑛𝑘, получим 

𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
=

1

𝑘 + 1 +
1
𝑛

[… ]
, 

где в знаменателе в квадратных скобках опущено выражение, предел которого 

при 𝑛 → ∞ равен [−
(𝑘+1)𝑘

2
]. Из последней формулы находим 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1
=

1

𝑘 + 1
. 
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Следовательно, по теореме Штольца имеем 

lim
𝑛→∞

1𝑘 + 2𝑘+. . . 𝑛𝑘

𝑛𝑘+1
=

1

𝑘 + 1
. 

Пример 3. 

Рассмотрим последовательность {
𝑎𝑛

𝑛
}, 𝑎 > 1. Полагая 𝑎𝑛 = 𝑥𝑛 и 𝑦𝑛 = 𝑛 и 

исследуя последовательность {
𝑥𝑛 – 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 – 𝑦𝑛−1
}, находим 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1
= lim

𝑛→∞
(𝑎𝑛 –  𝑎𝑛−1) = lim

𝑛→∞
𝑎𝑛(1 – 

1

𝑎
) = +∞. 

Поэтому имеем 

lim
𝑛→∞

 
𝑎𝑛

𝑛
= +∞. 
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Глава II. Практическая часть 

Задание №1 

Используя только теорему Штольца, докажите, что: 

 lim
𝑛→∞

12+32 +...+ (2𝑛−1)2

𝑛3
=

4

3
. 

Решение: 

1) Обозначим 12 + 32 +. . . + (2𝑛 − 1)2 = 𝑥𝑛, тогда 𝑛3 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. 

Для того, чтобы найти, чему равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, необходимо найти, чему 

равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
.  

Получается, что 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = (12 + 32 +. . . + (2𝑛 − 1)2) − (12 +

32 +. . . + (2(𝑛 − 1) − 1)2) = (12 + 32 +. . . + (2𝑛 − 1)2) − (12 + 32 +. . . + (2𝑛 −

−3)2).    

В последовательности 12 + 32 +. . . + (2𝑛 − 1)2, предпоследний член равен 

(2𝑛 − 3)2, следовательно, после сокращения подобных слагаемых  

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = (2𝑛 − 1)2. 

Получается, что 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 𝑛3 − (𝑛 − 1)3 = (𝑛 − (𝑛 − 1))(𝑛2 +  𝑛(𝑛 − 1) +

+(𝑛 − 1)2) = 𝑛2 + 𝑛2 − 𝑛 + 𝑛2 − 2𝑛 + 1 = 3𝑛2 − 3𝑛 + 1. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑛→∞

4𝑛2− 4𝑛+1

3𝑛2−3𝑛+1
.  

 

2) Воспользуемся теоремой Штольца еще раз. 

Обозначим 4𝑛2 − 4𝑛 + 1 = 𝑥𝑛, тогда 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. Найдем lim

𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
. 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 4𝑛2 − 4𝑛 + 1 − (4(𝑛 − 1)2 − 4(n − 1) + 1) = 4𝑛2 − 4𝑛 + 1 −

− 4𝑛2 + 8𝑛 − 4 + 4𝑛 − 4 − 1 = 8𝑛 − 8. 

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 − (3(𝑛 − 1)2 − 3(n − 1) + 1) = 3𝑛2 − 3𝑛 + 1 −

− 3𝑛2 + 6𝑛 − 3 + 3𝑛 − 3 − 1 = 6𝑛 − 6. 
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Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑛→∞

8𝑛−8

6𝑛−6
.  

 

3) Применим теорему Штольца в последний раз. 

Обозначим 8𝑛 − 8 = 𝑥𝑛, тогда 6𝑛 − 6 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. Найдем lim

𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
. 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 8𝑛 − 8 − (8(𝑛 − 1) − 8) = 8𝑛 − 8 − 8𝑛 + 8 + 8 = 8. 

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 6𝑛 − 6 − (6(𝑛 − 1) − 6) = 6𝑛 − 6 − 6𝑛 + 6 + 6 = 6. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

8

6
=

4

3
. Что и требовалось доказать. 

Стоит отметить, что если не использовать исключительно теорему Штольца, в 

конце шага 1) видно, что lim
𝑛→∞

4𝑛2− 4𝑛+1

3𝑛2−3𝑛+1
=

4

3
, если и числитель, и знаменатель 

дроби разделить на наибольшую из имеющихся степеней – 𝑛2. 

 

Задание №2 

Используя только теорему Штольца, докажите, что: 

 lim
𝑛→∞

(𝑛+1)(𝑛+2)(𝑛+3)(𝑛+4)

𝑛4
= 1. 

Решение: 

1) Обозначим (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)(𝑛 + 4) = 𝑥𝑛, тогда 𝑛4 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. 

Для того, чтобы найти, чему равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, необходимо найти, чему 

равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
.  

Получается, что 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3)(𝑛 + 4) − ((𝑛 − 1 + 1)(𝑛 −

−1 + 2)(𝑛 − 1 + 3)(𝑛 − 1 + 4)) = (𝑛2 + 3𝑛 + 2)(𝑛2 + 7𝑛 + 12) −

−(𝑛(𝑛2 + 3𝑛 + 2)(𝑛 + 3)) = 𝑛4 + 7𝑛3 + 12𝑛2 + 3𝑛3 + 21𝑛2 + 36𝑛 + 2𝑛2 +

+ 14𝑛 + 24 − 𝑛4 − 6𝑛3 − 11𝑛2 − 6𝑛 = 4𝑛3 + 24𝑛2 + 44𝑛 + 24.    
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Получается, что 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 𝑛4 − (𝑛 − 1)4 = (𝑛2 − (𝑛 − 1)2)(𝑛2 + (𝑛 − 1)2) =

= (𝑛2 − 𝑛2 + 2𝑛 − 1)(𝑛2 + 𝑛2 − 2𝑛 + 1) = (2𝑛 − 1)(2𝑛2 − 2𝑛 + 1) = 4𝑛3 −

−6𝑛2 + 4𝑛 − 1. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑛→∞

4𝑛3+24𝑛2+44𝑛+24

4𝑛3−6𝑛2+4𝑛−1
.  

 

2) Воспользуемся теоремой Штольца еще раз. 

Обозначим 4𝑛3 + 24𝑛2 + 44𝑛 + 24 = 𝑥𝑛, тогда 4𝑛3 − 6𝑛2 + 4𝑛 − 1 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. Найдем lim

𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
. 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 4𝑛3 + 24𝑛2 + 44𝑛 + 24 − (4(𝑛 − 1)3 + 24(𝑛 − 1)2 + 44(n − 1) +

+24) = 4𝑛3 + 24𝑛2 + 44𝑛 + 24 − 4𝑛3 + 12𝑛2 − 12𝑛 + 4 − 24𝑛2 + 48𝑛 − 24 −

−44𝑛 + 44 − 24 = 12𝑛2 + 36𝑛 + 24. 

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 4𝑛3 − 6𝑛2 + 4𝑛 − 1 − (4(𝑛 − 1)3 − 6(𝑛 − 1)2 + 4(n − 1) − 1) =

= 4𝑛3 − 6𝑛2 + 4𝑛 − 1 − 4𝑛3 + 12𝑛2 − 12𝑛 + 4 + 6𝑛2 − 12𝑛 + 6 − 4𝑛 + 4 +

+1 = 12𝑛2 − 24𝑛 + 14. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑛→∞

12𝑛2+36𝑛+24

12𝑛2−24𝑛+14
.  

 

3) Воспользуемся теоремой Штольца третий раз. 

Обозначим 12𝑛2 + 36𝑛 + 24 = 𝑥𝑛, тогда 12𝑛2 − 24𝑛 + 14 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. Найдем lim

𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
. 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 12𝑛2 + 36𝑛 + 24 − (12(𝑛 − 1)2 + 36(n − 1) + 24) = 12𝑛2 +

+36𝑛 + 24 − 12𝑛2 + 24𝑛 − 12 − 36𝑛 + 36 − 24 = 24𝑛 + 24. 

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 12𝑛2 − 24𝑛 + 14 − (12(𝑛 − 1)2 − 24(n − 1) + 14) = 12𝑛2 −

−24𝑛 + 14 − 12𝑛2 + 24𝑛 − 12 + 24𝑛 − 24 − 14 = 24𝑛 − 36. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑛→∞

24𝑛+24

24𝑛−36
.  
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4) Применим теорему Штольца в последний раз. 

Обозначим 24𝑛 + 24 = 𝑥𝑛, тогда 24𝑛 − 36 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. Найдем lim

𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
. 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 24𝑛 + 24 − (24(𝑛 − 1) + 24) = 24𝑛 + 24 − 24𝑛 + 24 − 24 = 24. 

𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 24𝑛 − 36 − (24(𝑛 − 1) − 36) = 24𝑛 − 36 − 24𝑛 + 24 + 36 = 24. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

24

24
= 1. Что и требовалось доказать. 

 

Задание №3 

Используя теорему Штольца, найдите предел: 

lim
𝑛→∞

5𝑛

𝑛
. 

Решение: 

Обозначим 5𝑛 = 𝑥𝑛, тогда 𝑛 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. 

Для того, чтобы найти, чему равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, необходимо найти, чему 

равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
.  

Получается, что 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 5𝑛 − 5𝑛−1 = 5𝑛 (1 −
1

5
) =

4

5
5𝑛.    

Получается, что 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 𝑛 − (𝑛 − 1) = 1. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

4

5
lim

𝑛→∞

5𝑛

1
= ∞.  

Стоит отметить, что пределы вида lim
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑛
 всегда равны ∞. 

Проверим это на еще одном пределе. 
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Задание №4 

Используя теорему Штольца, докажите, что:  

lim
𝑛→∞

6𝑛−2

𝑛−2
= ∞. 

Решение: 

Обозначим 6𝑛−2 = 𝑥𝑛, тогда 𝑛 − 2 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. 

Для того, чтобы найти, чему равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, необходимо найти, чему 

равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
.  

Получается, что 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = 6𝑛−2 − 6𝑛−3 = 6𝑛−2 (1 −
1

6
) =

5

6
6𝑛−2.    

Получается, что 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = 𝑛 − 2 − (𝑛 − 1 − 2) = 1. 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

5

6
lim

𝑛→∞

6𝑛−2

1
= ∞. 

Что и требовалось доказать.  

 

Задание №5 

Используя теорему Штольца, докажите, что:  

lim
𝑛→∞

1+
1

2
+...+

1

𝑛

ln 𝑛
= 1. 

Решение: 

1) Обозначим 1 +
1

2
+. . . +

1

𝑛
= 𝑥𝑛, тогда ln 𝑛 = 𝑦𝑛. 

Теперь предел будет выглядеть так lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
. 

Для того, чтобы найти, чему равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
, необходимо найти, чему 

равен предел lim
𝑛→∞

𝑥𝑛−𝑥𝑛−1

𝑦𝑛−𝑦𝑛−1
.  

Получается, что 𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 = (1 +
1

2
+. . . +

1

𝑛
) − (1 +

1

2
+. . . +

1

𝑛−1
).    
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В последовательности 1 +
1

2
+. . . +

1

𝑛
, предпоследний член равен 

1

𝑛−1
, 

следовательно, после сокращения подобных слагаемых  

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1 =
1

𝑛
. 

Получается, что 𝑦𝑛 − 𝑦𝑛−1 = ln 𝑛 − ln(𝑛 − 1) = ln (
𝑛

𝑛−1
). 

Теперь lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
= lim

𝑛→∞

1

𝑛

ln(
𝑛

𝑛−1
)

.  

 

2) Воспользуемся теперь правилом Лопиталя. Нам необходимо найти 

производные числителя и знаменателя предела. Предел отношения 

производных будет равен исходному пределу.  

lim
𝑛→∞

1
𝑛

ln (
𝑛

𝑛 − 1)
= lim

𝑛→∞

−
1

𝑛2

(
𝑛 − 1

𝑛 ) ∙ (
(𝑛 − 1) − 𝑛

(𝑛 − 1)2 )
= lim

𝑛→∞

1
𝑛2

1
𝑛(𝑛 − 1)

= 1 

Что и требовалось доказать. 
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Заключение 

Теорема Штольца – это важное утверждение математического анализа, 

необходимое в некоторых случаях, для исследования сходимости частного {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} 

последовательностей {𝑥𝑛} и {𝑦𝑛}. 

В теоретической части курсовой работы я раскрыла такие темы, как 

числовая последовательность, теорема Штольца, её доказательство и примеры её 

применения. 

В практической части курсовой работы я рассмотрела задачи по данной 

теории.  

Рассмотренные задачи показывают, что данная теорема в достаточной 

мере облегчает процесс нахождения пределов неопределённых выражений {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
} 

типа {
∞

∞
}. 
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