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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы исследования. Многие объекты, рассматриваемые 

в теплофизике, расчетах на прочность, аэродинамике, ядерной физике, моде-
лировании нефтяных месторождений, гидрогеологии, управлении объектами  
с распределенными параметрами и во многих других областях, являются объ-
ектами с распределенными параметрами. Широко используемыми математи-
ческими моделями объектов с распределенными параметрами являются крае-
вые задачи для дифференциальных уравнений в частных производных 
(ДУЧП).    

Аналитическое решение существует для ограниченного круга краевых 
задач, описывающих реальные объекты с распределенными параметрами, по-
этому решение таких задач производится численными методами. Популярны-
ми численными методами решения краевых задач являются сеточные методы 
конечных разностей и конечных элементов. Но построение расчетных сеток 
для этих методов в случае реальных задач является сложным и трудоемким. 
Методы конечных разностей и конечных элементов требуют решения плохо 
обусловленных систем алгебраических уравнений высокой размерности. Дру-
гим подходом, получающим распространение в последнее время, являются 
бессеточные методы, которые не требуют построения сетки точек, соединен-
ных между собой для аппроксимации уравнений. Бессеточные методы дают 
приближенное решение в виде суммы базисных функций, умноженных на веса 
функций. В качестве базисных популярны радиальные базисные функции  
(РБ-функции). Использование РБ-функций позволяет получать решение в про-
извольных точках расчетной области. Веса вычисляются из условия миними-
зации невязок в выбранных пробных точках, а параметры базисных функций 
назначаются до решения. Неформальный подбор параметров РБ-функций яв-
ляется существенным недостатком их использования. 

Перспективной является реализация бессеточных методов на нейронных 
сетях. Решение краевых задач для ДУЧП возможно на многослойных персеп-
тронах. Но наиболее перспективным является применение сетей радиальных 
базисных функций (РБФ-сетей), так как РБФ-сети содержат всего два слоя, 
один из которых является линейным, а формирование решения носит локаль-
ный характер, что упрощает обучение таких сетей. Применение РБФ-сетей 
позволяет в процессе обучения сетей настраивать как веса, так и параметры 
РБ-функций.  

Большой вклад в теорию и практику применения РБФ-сетей внесли 
L. Jianyu, L. Siwei, Q. Yingjian,  H. Yaping, N. Mai-Duy, T. Tran-Cong, S. Sarra,  
H. Chen, L. Kong, W. Leng, M. Kumar, N. Yadav, А. Н. Васильев, Д. А. Тархов, 
В. И. Горбаченко. 

Решение задачи формируется в процессе обучения РБФ-сети. Поэтому 
важно сокращение времени обучения сетей. Но в настоящее время для обуче-
ния РБФ-сетей при решении краевых задач используются в основном про-
стейшие градиентные методы первого порядка на основе градиентного спуска. 
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Быстрые методы второго порядка практически не используются при реше- 
нии краевых задач на РБФ-сетях. Исключение представляет предложенный  
В. И. Горбаченко и  М. В. Жуковым метод доверительных областей обучения 
РБФ-сетей. Но метод достаточно сложен, так как требует на каждой итерации 
обучения сети решать задачу условной минимизации. Поэтому тема диссерта-
ционного исследования, посвященная совершенствованию алгоритмов обуче-
ния РБФ-сетей при решении краевых задач, является актуальной.  

Целью диссертационной работы является разработка алгоритмов обу-
чения сетей радиальных базисных функций для численного решения краевых 
задач моделирования объектов с распределенными параметрами, позволяю-
щих сократить время решения задачи. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие за-
дачи: 

1. Проведение анализа применения РБ-функций и РБФ-сетей для реше-
ния краевых задач. Проведение анализа алгоритмов обучения сетей радиаль-
ных базисных функций для решения краевых задач. Рассмотрение и выделение 
недостатков в существующих алгоритмах, определение путей их устранения.  

2. Адаптация для обучения РБФ-сетей современных быстрых градиент-
ных алгоритмов первого порядка. 

3. Разработка алгоритма обучения РБФ-сетей на основе градиентного 
метода второго порядка. 

4. Разработка комплекса программ, реализующего разработанные алго-
ритмы, проведение вычислительных экспериментов с использованием разра-
ботанного комплекса программ. 

Объектом исследования диссертационной работы являются числен-
ные методы решения краевых задач на РБФ-сетях. 

Предмет исследования – алгоритмы обучения РБФ-сетей повышенной 
производительности для решения краевых задач. 

Методы исследования. Для решения поставленных задач использова-
лись теория искусственных нейронных сетей, теория численной оптимизации, 
численные методы.  

Соответствие паспорту специальности. Результаты исследования соот-
ветствуют пункту 3 «Разработка, обоснование и тестирование эффективных вы-
числительных методов с применением современных компьютерных технологий» 
и 4 «Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде комплек-
сов проблемно-ориентированных программ для проведения вычислительного 
эксперимента» паспорта научной специальности 05.13.18 «Математическое мо-
делирование, численные методы и комплексы программ». 

Научная новизна диссертационной работы состоит в следующем: 
1.  Для обучения РБФ-сетей при решении задач аппроксимации функций и 

краевых задач математического моделирования объектов с распределенными па-
раметрами разработаны численные алгоритмы на основе современных быстрых 
градиентных алгоритмов первого порядка: алгоритм градиентного спуска с им-
пульсом, алгоритм метода Нестерова, алгоритм с адаптивной скоростью обуче-
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ния RMSProp. Разработанные алгоритмы отличаются от известных алгоритмов 
учетом архитектуры РБФ-сетей, использованием аналитического вычисления 
градиента функционала ошибки сети, управляемыми значениями скорости 
настройки и коэффициентами коррекции различных компонентов вектора гради-
ента. Алгоритмы позволяют существенно сократить время обучения РБФ-сетей 
при решении задач аппроксимации функций и краевых задач. 

2. Для обучения РБФ-сетей, предназначенных для решения задач аппрок-
симации функций и краевых задач математического моделирования объектов  
с распределенными параметрами, разработан численный алгоритм, основанный 
на градиентном методе второго порядка – методе Левенберга – Марквардта, от-
личающийся от известных реализаций учетом специфики архитектуры сети и 
аналитическим вычислением параметров. Метод кардинально сокращает время 
обучения по сравнению с известными методами первого порядка и не требует 
решения на каждой итерации обучения задачи условной минимизации, как метод 
доверительных областей. 

3. Для формирования вектора поправки параметров РБФ-сети, формируе-
мого в алгоритме метода Левенберга – Марквардта, предложено использование 
итерационных методов подпространств Крылова, позволившее повысить чис-
ленную устойчивость вычислений и снизить требования к выбору параметра ре-
гуляризации.  

Практическая ценность работы. Разработанные алгоритмы обучения 
РБФ-сетей, а также программный комплекс, созданный с применением разра-
ботанных алгоритмов, могут быть использованы специалистами в области ма-
тематического моделирования для численного моделирования объектов с рас-
пределенными параметрами. 

Достоверность и обоснованность результатов, полученных в диссер-
тационной работе, обеспечена корректным использованием математических 
методов, компьютерным моделированием разработанных алгоритмов и об-
суждением полученных результатов в научных изданиях и выступлениями на 
международных и всероссийских научных конференциях. 

Основные положения, выносимые на защиту: 
1. Численные градиентные алгоритмы первого порядка для обучения 

РБФ-сетей при решении задач аппроксимации функций и краевых задач мате-
матического моделирования объектов с распределенными параметрами: алго-
ритм градиентного спуска с импульсом, алгоритм метода Нестерова, алгоритм 
с адаптивной скоростью обучения RMSProp, отличающиеся от известных ал-
горитмов учетом архитектуры РБФ-сетей, использованием аналитического 
вычисления градиента функционала ошибки сети, управляемыми значениями 
скорости настройки и коэффициентами коррекции различных компонентов 
вектора градиента. 

2. Численные алгоритмы на основе метода Левенберга – Марквардта для 
обучения РБФ-сетей при решении задач аппроксимации функций и решения 
краевых задач моделирования объектов с распределенными параметрами, опи-
сываемых дифференциальными уравнениями в частных производных, отли-



 6

чающиеся от известных реализаций учетом специфики архитектуры сети и 
аналитическим вычислением параметров. 

3. Комплекс программ решения краевых задач на сетях радиальных ба-
зисных функций. 

Реализация и внедрение. Предложенные в работе алгоритмы и разрабо-
танные на их основе программы внедрены на кафедре «Компьютерные техноло-
гии» Пензенского государственного университета при выполнении гранта РФФИ 
16-08-00906 «Обучение сетей радиальных базисных функций при построении 
моделей процессов в сложных технических системах», что подтверждено актом 
о внедрении. Результаты работы используются в учебном процессе при препо-
давании курса «Нейронные сети» на кафедре «Компьютерные технологии» 
ФГБОУ ВО «Пензенский государственный университет», что подтверждено 
справкой о внедрении. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и об-
суждались на 12 международных и всероссийских конференциях: International 
conference on mathematical modelling in applied sciences (St. Petersburg, 2017); 2017 
Annual Conference on New Trends in Information and Communications Technology 
Applications, NTICT 2017 (Baghdad, Iraq, 2017); 2019 International Conference on 
Applied and Engineering Mathematics, ICAEM (Taxila, Pakistan, 2019);  2019 Inter-
national Russian Automation Conference – RusAutoCon, (Sochi, Russia, 2019);  
на XV, XVI и XVII Международных научно-технических конференциях «Про-
блемы информатики в образовании, управлении, экономике и технике» (Пенза, 
2015, 2016, 2017); IX и X Международных научно-технических конференциях 
«Математическое и компьютерное моделирование естественно-научных и соци-
альных проблем» (Пенза, 2015, 2016); XIII, XIV, XV и XVI Международных 
научно-технических конференциях «Новые информационные технологии и си-
стемы» (Пенза, 2016, 2017, 2018, 2019);  XI, XII и XIII Международных научно-
технических конференциях «Аналитические и численные методы моделирования 
естественно-научных и социальных проблем» (Пенза, 2016, 2017, 2018); XXV, 
XXVI и XXVII Всероссийских семинарах «Нейроинформатика, ее приложения и 
анализ данных» (Красноярск, 2017, 2018, 2019); XXI Международной научно-
технической конференции «Нейроинформатика 2019» (Москва, 2019); Междуна-
родной конференции «Telecommunications, Computing and Control» (Санкт-
Петербург, 2019); Всероссийской конференции «Нейронные сети послезавтра: 
проблемы и перспективы» (Нижний Новгород, 2019). 

Публикации. По результатам исследования опубликовано 25 работ,  
в том числе 2 статьи в изданиях, рекомендованных ВАК, 4 статьи в изданиях, 
индексируемых в международной базе Scopus. Опубликовано 18 материалов 
докладов на международных и всероссийских конференциях, индексируемых  
в базе данных РИНЦ, 1 статья опубликована в зарубежном рецензируемом 
журнале. Получено свидетельство о государственной регистрации комплекса 
программ для ЭВМ. 

Личный вклад автора. Все основные научные результаты, приведен-
ные в диссертации, получены автором самостоятельно. Из работ, выполнен-



 7

ных в соавторстве, в диссертации использованы материалы, подготовленные 
лично автором. Автором разработаны новые градиентные алгоритмы первого 
порядка с аналитическим вычислением параметров сети, разработан алгоритм 
метода Левенберга – Марквардта с аналитическим расчетом параметров сети. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех 
глав, заключения, библиографического списка из 140 наименований и одного 
приложения. Общий объем работы составляет 122 страницы, из которых  
117 страниц занимает основной текст диссертации, включающий 23 рисунка  
и 4 таблицы. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 
Во введении обоснована актуальность темы диссертации; сформулиро-

ваны цели и задачи исследования; отражены научная новизна работы и прак-
тическая значимость; перечислены методы исследования; приведены положе-
ния, выносимые на защиту. 

В первой главе проведен анализ бессеточных методов численного реше-
ния краевых задач математической физики. ГОСТ Р 57188–2016 дает следующее 
определение бессеточных методов: «Численные методы, которые не требуют 
сетки точек, соединенных между собой для аппроксимации уравнений». Эти ме-
тоды являются проекционными методами и дают приближенное дифференциру-
емое решение в виде разложения по системе базисных функций. Бессеточные ме-
тоды производят аппроксимацию решения. Для этого в области решения выбира-
ется множество фиксированных точек, в общем виде не располагающихся на 
сетке. С каждой точкой связывается своя базисная функция, равная единице  
в этой точке. Обычно используются РБ-функции, центры которых располагаются 
в этих точках. Выбирается множество пробных точек, в которых проверяются 
ошибки аппроксимации. Это множество в общем случае не совпадает со множе-
ством центров РБ-функций. Для аппроксимации решения используются два ме-
тода: интерполяционный метод и среднеквадратический метод аппроксимации.  
В первом случае параметры разложения по базису вычисляются из условия ра-
венства нулю ошибок (невязок) решения. Во втором случае параметры разложе-
ния, возможно, и параметры базисных функций определяются посредством ми-
нимизации функции ошибки, представляющей собой сумму квадратов невязок. 
Для вычисления невязок при решении краевых задач, описываемых уравнениями 
в частных производных, используется дифференцируемость базисных функций.  

Радиальные базисные функции (РБ-функции) – это функции расстояния 
точки пространства от параметра функции, называемого центром функции: 

( ),ϕ −x c p , где x  – точка пространства; p  – вектор параметров функции; c  – 
центр радиальной базисной функции; −x c  – евклидова норма (расстояние) 
между точкой и центром. Применяются различные РБ-функции. В работе ис-
пользуется функция Гаусса (Гауссиан) 

2

2
|| ||φ(|| ||, ) exp

2
a

a
 −− = −  
 

x cx c ,                                            (1) 
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где c  – положение центра функции; a  – параметр формы, часто называемый 
шириной. Функция Гаусса выбрана, так как ее значения ограничены, а область 
определения совпадает с областью определения ее производных. Это удобно 
при решении уравнений в частных производных. 

Краевая задача в операторной форме имеет вид  
( )( ) , Ω,Lu f= ∈x x x   ( )( ) ,  Ω,Bu p= ∈ ∂x x x                     (2) 

где u  – решение задачи; L  – дифференциальный оператор; B  – оператор гра-
ничных условий; Ω  – область решения; Ω∂  – граница области; f и p –  извест-
ные функции.  

Внутри области решения и на границе задается множество пробных точек 
11,2, , 1, , ,{ | } { | }i i N i i N N N K= = + +⊂ Ω ∪ ⊂ ∂Ωx x  ,                          (3) 

где N  – количество пробных точек во внутренней области Ω ; K  – количество 
пробных точек на границе Ω∂ .   

При использовании РБ-функций решение задачи находится в виде взве-
шенной суммы базисных функций 

RBF

RBF
1

( ) ( ),
n

j j
j

u w
=

= ϕ ∈Ω = Ω ∪ ∂Ωx x x ,                               (4) 

где jϕ  – РБ-функция; jw  – вес, RBFn  – количество РБ-функций. 
В (4) количество РБ-функций берется равным количеству пробных то-

чек: M N K= + . Параметры РБ-функций задаются. Неизвестные коэффициен-
ты в (4) находятся как решение системы линейных алгебраических уравнений 
с квадратной матрицей, которая получается из невязок задачи (2) в пробных 
точках (3) после подстановки (4) в (2). Для этого РБ-функция должна быть 
дифференцируема необходимое число раз. Решением сформированной систе-
мы является вектор весов w . Матрица системы является несимметричной и 
плохо обусловленной, что затрудняет решение системы при большом числе 
пробных точек. Наиболее серьезным недостатком является неформализуемый 
подбор параметров РБ-функций. Этот недостаток преодолевается использова-
нием сетей радиальных базисных функций. 

РБФ-сеть включает два слоя. Первый слой состоит из РБ-функций, 
производящих нелинейное преобразование входного вектора [ ]1 2, ,..., dx x x=x  – 
координат точки, в которой вычисляется приближение к решению ( d  – раз-
мерность пространства). Второй слой РБФ-сети представляет собой линейный 
взвешенный сумматор 

RBF

1
( ) ( ; )

n

m m m
m

u w
=

= ϕx x p ,                                            (5) 

где RBFn  – количество РБФ; mw  – вес РБФ mϕ ; mp  – вектор параметров. 
Решение краевой задачи (2) на РБФ-сети является аппроксимацией неиз-

вестного решения на множестве пробных точек (3). Поскольку решение  
в пробных точках неизвестно, то возможна только минимизация невязок на 
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множестве пробных точек. Для минимизации используется метод наименьших 
квадратов. Функционал ошибки для поиска весов w и параметров p  РБ-функ-
ций, минимизирующих невязки в пробных точках, имеет вид 

( ) [ ] [ ]2 2
RBF RBF

1 1
, ( ; , ) ( ) ( ; , ) ( )  

N N K

i i i i
i i N

I Lu f Bu p
+

= = +
= − + λ − w p x w p x x w p x ,    (6) 

где ix  – пробные точки; λ  – подбираемый штрафной множитель; RBFu  – при-
ближенное решение (5), получаемое на РБФ-сети. Штрафной множитель λ  
обеспечивает выполнение граничных условий, так как в бессеточных методах 
условия на границе не фиксируются. Как видно из (6), использование РБФ-
сетей позволяет вычислить не только веса, но и параметры РБ-функций (в слу-
чае функции Гаусса – координаты центов и ширину). 

Абсолютное большинство алгоритмов обучения РБФ-сетей основано на 
градиентных методах оптимизации, среди которых выделяют методы нулево-
го, первого и второго порядков. Методы нулевого порядка используют только 
значения оптимизируемой функции. Методы первого порядка основаны на 
применении первых производных оптимизируемой функции (градиента функ-
ции). Методы второго порядка основаны на применении вторых производных 
(матрицы Гессе). В известных работах используется простейший метод перво-
го порядка – метод градиентного спуска. Реализация  метода градиентного 
спуска на примере двумерной задачи (2) и использования Гауссиана в качестве 
РБ-функций производится следующим образом. Рассмотрим вектор парамет-
ров РБФ-сети 

RBF RBF RBF RBF

T
1 2 11 21 1 12 22 2 1 2, , , , , , , , , , , , , , ,n n n nw w w c c c c c c a a a =  θ     ,      (7) 

где jw , 1jc  и 2jc , ja  – веса, координаты центров, ширина РБ-функции, 

RBF1, 2, 3, ,j n=  , RBFn  – количество РБ-функций. 
Коррекция вектора (7) на итерации k  в методе градиентного спуска про-

изводится по формуле 
 ( ) ( ) ( )1 1k k k+ += + Δθ θ θ ,   (8) 

где ( ) ( )( )1k kJ+Δ = −η∇θ θ  – вектор поправки параметров, η – подбираемая ско-

рость обучения, ( )( )kJ∇ θ  – вектор градиента функционала (6)  по компонен-

там вектора ( )kθ  (7) на итерации k . Вычисления по (8) заканчиваются при ма-
лом значении функционала ошибки (6). Метод градиентного спуска обладает 
низкой скоростью сходимости, что не позволяет решать задачи с приемлемой 
точностью и требует больших затрат времени. 

Методы второго порядка пока не нашли практического применения  
в обучении РБФ-сетей при решении краевых задач. На кафедре «Компьютер-
ные технологии» Пензенского государственного университета предложен 
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быстрый алгоритм обучения РБФ-сетей, основанный на эффективном методе 
оптимизации – методе доверительных областей. Но этот алгоритм сложен, так 
как минимум функционала ошибки отыскивается в ограниченных областях, 
что требует на каждом шаге процесса оптимизации решения условной задачи 
оптимизации.  

Таким образом, РБФ-сети являются перспективным средством реализа-
ции бессеточных методов решения краевых задач. Важной проблемой исполь-
зования РБФ-сетей является отсутствие быстрых и относительно несложных 
алгоритмов обучения.  

Во второй главе разработаны алгоритмы обучения РБФ-сетей для ре-
шения задач аппроксимации функций. В процессе решения краевой задачи на 
РБФ-сети находится аппроксимированное решение задачи.  Поэтому целесо-
образно начать исследования алгоритмов обучения РБФ-сетей с решения бо-
лее простых задач аппроксимации функций, для которых известны целевые 
значения в пробных точках. Кроме того, применение РБФ-сетей для аппрок-
симации функций имеет самостоятельное значение. 

Обучение РБФ-сети при решении задач аппроксимации представляет со-
бой минимизацию функционала ошибки 

 ( )( )22

1 1

1 1
2 2

n n

j j j
j j

I e u T
= =

= = −  x ,                              (9) 

где n  – количество пробных точек; je  – невязка (ошибка) аппроксимации  
в j -й пробной точке; jx  –  вектор координат j -й пробной точки (для аппрок-

симации функции двух переменных 
T

1 2,j j jx x =  x ); ( )ju x  – приближенное 
значение функции (5) в j -й пробной точке, полученное на РБФ-сети; jT  – из-
вестное (целевое) значение функции в j -й пробной точке, множитель 1 2 вве-
ден для упрощения вычислений. 

Так как при обучении РБФ-сети настраиваются параметры различной 
природы, например при использовании функции Гаусса настраиваются веса, 
центры и ширина РБ-функций, то предложено применять различные значения 
параметров обучения для различных параметров РБ-функций. Для этого век-
тор градиента функционала (9) предложено представлять в блочной форме 
(номер итерации опущен):  

1 2

T
w c c aI  = ∇ =  g g g g g ,                                 (10) 

где wg , 
1cg , 

2cg , wg  – компоненты вектора градиента по весам, координатам 
центра и ширине. Вектор поправки параметров в методе градиентного спуска 
также представляется в блочном виде: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

T1 11 1 1k kk k k
w ac c

+ ++ + + Δ = Δ Δ Δ Δ
 

Θ Θ Θ Θ Θ ,                   (11) 
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где ( ) ( )( )1k k
w w w

+Δ = −ηθ g θ ,   ( ) ( )( )1 11

1k k
c cc

+Δ = −ηθ g θ ,   ( ) ( )( )2 22

1k k
c cc

+Δ = −ηθ g θ ,  

( ) ( )( )1k k
a a a

+Δ = −ηθ g θ . 

В работе для обучения РБФ-сетей разработаны алгоритмы быстрых со-
временных методов первого порядка. В алгоритме градиентного спуска с им-
пульсом (моментом) поправка к вектору параметров формируется следующим 
образом: 

( ) ( ) ( )( )1k k k+Δ = αΔ − η θθ θ g θ ,                                     (12)                  

где η и α  – подбираемые коэффициенты, принимающие значения в интервале 
[0, 1],  ( )( ) ( )( )k kI= ∇θg θ θ  – вектор градиента функционала ошибки. 

Вектор поправки параметров (12) ускоряет обновление параметров, если 
направление градиента совпадает с направлением поправки в предыдущей 
итерации, и замедляет обновление параметров в противном случае. В резуль-
тате скорость сходимости возрастает и появляется возможность выхода из об-
ластей локального минимума и плоских участков функционала ошибки, в ко-
торых градиент близок к нулю. Для задания различных параметров обучения 
для различных параметров РБ-функций использованы блочные представления 
(10) и (11). Тогда компоненты вектора поправки (12) строятся по формулам  

( ) ( ) ( )( )1k k k
w w w w w

+Δ = α Δ − ηθ θ g θ ,   ( ) ( ) ( )( )1
1 1 11 1

k k k
c c cc c

+Δ = α Δ − ηθ θ g θ , 

( ) ( ) ( )( )1
2 2 22 2

k k k
c c cc c

+Δ = α Δ − ηθ θ g θ ,   ( ) ( ) ( )( )1k k k
a a a a a

+Δ = α Δ − ηθ θ g θ . 

Алгоритм метода Нестерова можно представить в виде алгоритма метода 
с импульсом с модифицированным вычислением градиента 

( ) ( ) ( )1 1k k k+ += + Δθ θ θ ,  ( ) ( ) ( ) ( )( )1k k k k+Δ = αΔ − η + αΔθθ θ g θ θ , 

где α  и η – подбираемые коэффициенты, ( ) ( )( )k k+ αΔθg θ θ ( ) ( )( )k kI= ∇ + αΔθ θ  – 

вектор градиента функционала ошибки в промежуточной точке. Для задания 
различных параметров обучения для различных параметров РБ-функций  
и различных коэффициентов коррекции вектора градиента использованы 
блочные представления (10) и (11).  

В алгоритмах с адаптивной скоростью обучения скорость обучения пе-
ресчитывается в каждой итерации. В диссертации выбран хорошо зарекомен-
довавший себя алгоритм RMSProp (Root Mean Square Propagation): 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1k k k k+ = β + − β ⊗s s g Θ g Θ ,  ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1. /k k k k+ += − η + εΘ Θ g Θ s , 

где ( )( )kg Θ  – вектор градиента; Θ  – вектор параметров; ⊗  – поэлементное 

умножение; η – подбираемый коэффициент; ε  – сглаживающий член, для из-
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бегания деления на ноль, обычно 1010−ε ≈ ; . /  – поэлементное деление, 
0,9β ≈  – коэффициент ослабления.  

Структура РБФ-сети и дифференцируемость РФ-функций позволяют 
вычислять аналитически компоненты градиента функционала ошибки, что 
позволяет ускорить вычисления. В диссертации получены формулы аналити-
ческого вычисления компонентов градиента функционала. Для аппроксимации 
функции двух переменных компоненты градиента равны 

( )( ) ( )
1

n

j j i j
i j

I u T
w =

∂ = − ϕ
∂  x x ,  ( )( ) ( ) 1 1

2
1 1

n
j i

i j j i j
i j i

x cI w u T
c a=

−∂ = − ϕ
∂  x x ,   

( )( ) ( ) 2 2
2

2 1

n
j i

i j j i j
i j i

x cI w u T
c a=

−∂ = − ϕ
∂  x x , ( )( ) ( ) 3

1

n j i
i j j i j

i j i

I w u T
a a=

−∂ = − ϕ
∂ 

x c
x x , 

где 1ic  и 2ic  – координаты центра i -й РБ-функции; 1jx  и 2jx  – координаты 

пробной точки jx ; j i−x c – евклидова норма. 
В работе для обучения РБФ-сетей разработан градиентный алгоритм 

второго порядка – алгоритм метода Левенберга – Марквардта. Рассмотрим 
применение алгоритма при аппроксимации функций двух переменных. Кор-
рекция вектора параметров Θ  (7) в k -м цикле (итерации) обучения описыва-
ется  формулой (8), в которой вектор поправки ( )kΔΘ  является решением си-
стемы линейных алгебраических уравнений 

( ) ( )T
1 1 1

k
k k k k− − −+ μ Δ = −J J E θ g ,                              (13) 

где E  – единичная матрица; kμ  – параметр регуляризации;  T=g I e  – градиент 

функционала ошибки (9) по вектору параметров θ ; 
T

1 2 ne e e =  e   – вектор 
ошибок, используемый при вычислении функционала ошибки (9), 1k −J  – мат-
рица Якоби, которая вычисляется по значениям параметров сети  
в 1k −  итерации.  

Матрицу Якоби предложено представить в блочном виде 

1 2
 =  w c c aJ J J J J ,  где элементы матриц wJ ,  

1cJ ,  
2cJ  и  aJ  представля-

ют собой частные производные ошибок по весам и параметрам РБ-функций.  
С учетом структуры РБФ-сети и дифференцируемости РБ-функций элементы 
матрицы J  вычисляются аналитически: 

( ) ( )ii
j i

j j

ue
w w

∂∂ = = ϕ
∂ ∂

x
x , ( ) 1 1

2
1

i ji
j j i

j j

x ce w
c a

−∂ = ϕ
∂

x , ( ) 2 2
2

2

i ji
j j i

j j

x ce w
с a

−∂ = ϕ
∂

x , 

( )
2

3
i ji

j j i
j j

e w
a a

−∂ = ϕ
∂

x c
x ,   

где  ( )j iϕ x  – значение j -й радиальной базисной функции в точке ix . 



 13 

Разработанный алгоритм Левенберга – Марквардта обучения РБФ-сетей 
для решения задач аппроксимации в форме псевдокода имеет вид 

      while критерий останова не выполнен do 
        вычислить вектор ошибок e   
        вычислить матрицы 

1cJ , 
2cJ  и aJ , сформировать матрицу J  

        решить систему ( ) ( )T T
1 1 1

k
k k k k− − −+ μ Δ = −J J E θ J e  

        обновить вектор параметров Θ  
              скорректировать параметр μ   
      end while 
Недостатком метода Левенберга – Марквардта является плохая обуслов-

ленность системы (13). Число обусловленности системы зависит от начальных 
значений ширины РБ-функций и точности вычислений. Для улучшения обуслов-
ленности используется параметр регуляризации μ . Но по мере уменьшения по-
грешности обучения значение параметра уменьшается, что ухудшает обуслов-
ленность. В диссертации для формирования вектора параметров РБФ-сети иссле-
довано использование итерационных методов подпространств Крылова. Эти ме-
тоды за счет численной устойчивости позволяют ослабить негативное влияние 
плохой обусловленности системы. Ввиду положительной определенности мат-
рицы системы (13) можно использовать метод сопряженных градиентов. Умень-
шение параметра регуляризации в процессе обучения РБФ-сети ухудшает обу-
словленность системы (13), поэтому требуется подбор достаточно большого 
начального значения этого параметра.  Применение итерационных методов сни-
жает требования к точности подбора параметра регуляризации. Еще бо́льший 
эффект, как показали эксперименты, дает применение устойчивого метода бисо-
пряженных градиентов. Необходимость выполнения итерационного процесса 
решения системы (13) на каждой итерации метода Левенберга – Марквардта не-
существенно увеличивает время решения (на 15–20 %), так как предлагаемые ал-
горитмы являются быстрыми, а решение системы может производиться с отно-
сительной нормой невязки 210− – 310− . 

Третья глава посвящена разработке алгоритмов обучения РБФ-сетей 
для решения краевых задач. Так как решение ДУЧП является, в сущности, ап-
проксимацией неизвестного решения, то разработанные для аппроксимации 
функций алгоритмы могут быть применены для решения краевых задач. Реше-
ние краевой задачи на РБФ-сети рассмотрим на примере модельной задачи, 
описываемой уравнением Пуассона с граничными условием Дирихле: 

( ) ( )
2 2

1 2 1 22 2
1 2

, , ,u u f x x x x
x x

∂ ∂+ = ∈Ω
∂ ∂

, ( ) ( )1 2 1 2, ,   ,u p x x x x= ∈∂Ω ,   (14) 

где ∂Ω  – граница области; f  и p  – известные функции координат ( , )x y . 
Функционал ошибки (6) для модельной задачи имеет вид 
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( ) ( )22

1 1

N K

i i j j
i j

I u f u p
= =

 
= Δ − + λ − 
  
  ,                             (15) 

где iuΔ  – Лапласиан в точке i . 
Так как Гауссиан является дифференцируемой функцией, то Лапласиан 

и компоненты вектора градиента функционала ошибки предложено вычислять 
в аналитическом виде. Поэтому реализация на РБФ-сетях градиентных алго-
ритмов первого порядка при решении краевых задач принципиально не отли-
чается от реализации этих алгоритмов для решения задачи аппроксимации 
функций, что позволяет реализовать не применявшиеся ранее для РБФ-сетей 
алгоритм моментов и алгоритм Нестерова. Выражение для Лапласиана имеет 
вид 

2

RBF 2
2 22 2

2
2 2 4

11 2

2
k

k
n

a i k ki i
i k

ki i k

au uu w e
x x a

−
−

=

 
 − − ∂ ∂  Δ = + =   ∂ ∂   

 


x c

x c
. 

Компоненты градиента по весам сети вычисляются по формуле  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

4
1 1

2N Ki p p
i i p i j j p p j

p i jp

aI v f v p w
w a= =

− −∂ = Δ − ϕ + λ − ϕ
∂  

x c
x x .                

Компоненты градиента по координате 1pc  центров РБФ-функций вычис-
ляются по формуле 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1
1 1 6 2

1 1 1

4
.

N K j pi p p
p i i i p p i p j j p j

p i jp p

x caI w v f x c w v p
c a a= =

−− −∂ = Δ − − ϕ + λ − ϕ
∂  

x c
x x  

Аналогичный вид имеют компоненты градиента по координате 2pc . 
Компонент градиента по ширине равен 

( ) ( )

( ) ( )

4 2 4

7
1

2

3
1

6 4

.

N i p p i p p
p i i p i

p i p

K j p
p j j p j

j p

a aI w v f
a a

w v p
a

=

=

− − − +∂ = Δ − ϕ +
∂

−
+ λ − ϕ





x c x c
x

x c
x

 

Процесс обучения сети заканчивается при малом значении функционала 
ошибки (15) или средней квадратической погрешности. 

Разработанный алгоритм метода Левенберга – Марквардта рассмотрим на 
примере задачи (14). Фигурирующими в матрице Якоби ошибками являются не-
вязки ir  в пробных точках ix . Матрица Якоби представляется в блочном виде 

1 2
 =  w c c aJ J J J J . Поэлементное представление матрицы имеет вид 
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 RBF

 RBF

 RBF

1 1

1

2 2

1

1

n

n

n n

n

r r
w w

r r
w w

r r
w w

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂=  
 
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

wJ





  



,     

 RBF

 RBF1

 RBF

1 1

11 1

2 2

11 1

11 1

n

nc

n n

n

r r
c c

r r
c c

r r
c c

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂=  
 
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

J





  



, 

 RBF

 RBF2

 RBF

1 1

12 2

2 2

12 2

12 2

n

nc

n n

n

r r
c c

r r
c c

r r
c c

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 ∂ ∂=  
 
 

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 

J





  



,  

RBF

RBF

RBF

1 1

1

2 2

1

1

n

n

n n

n

e e
a a

e e
a a

e e
a a

∂ ∂ 
 ∂ ∂ 
 ∂ ∂
 

∂ ∂=  
 
 
 ∂ ∂
 ∂ ∂  

aJ





  



, 

где ir  – невязка в i -й пробной точке; n N K= +  – суммарное количество проб-
ных точек внутри и на границе области решения. 

Для элементов матрицы Якоби получены аналитические выражения. 
Элементы матрицы wJ  для внутренних пробных точек имеют вид 

( ) ( )
2 2

4

2i p pi ii
p i

p p p

av fr
w w a

− −∂ Δ −∂ = = ϕ
∂ ∂

x c
x .

 
Для граничных пробных точек ( )i

p i
p

r
w
∂ = ϕ

∂
x . 

Элементы матрицы 
1cJ  для внутренних пробных точек имеют вид 

( ) ( )
2 2

1 14 2
1

4i p ppi
i p p i

p j p

awr x c
c a a

− −∂ = − ϕ
∂

x c
x . 

Для граничных точек элементы матрицы записываются в виде  

( )1 1
2

1

( )i pi
p p i

p p

x cr w
c a

−∂ = ϕ
∂

x . 

Аналогично вычисляются элементы матрицы 
2cJ . Элементы матрицы aJ  

для внутренних пробных точек вычисляются по формуле 

( ) ( ) ( )
2

2 22 2
5 2 2 4i ppi

p i i p p i p p
p p p

wr a a
a a a

 −∂  = ϕ − − − − −
 ∂
 

x c
x x c x c . 
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Для граничных точек элементы матрицы записываются в виде  

( )
2

3
i pi

p p i
p p

r w
a a

−∂ = ϕ
∂

x c
x . 

В приведенных формулах ir  – невязка в точке i . Условия завершения 
процесса обучения методом Левенберга – Марквардта те же, что и в методах 
первого порядка. 

В диссертации рассмотрено применение разработанных алгоритмов  
в унифицированном подходе к численному решению различных классов крае-
вых задач моделирования объектов с распределенными параметрами: нели-
нейных задач, нестационарных задач, обратных задач.  

В четвертой главе представлены результаты экспериментального ис-
следования разработанных алгоритмов обучения РБФ-сетей для решения крае-
вых задач. Для экспериментального исследования разработанных алгоритмов 
создан комплекс программ в системе MATLAB для решения двумерных задач 
аппроксимации функций и решения краевых задач. Комплекс программ вклю-
чает главные программы, позволяющие реализовать задание параметров сети, 
организовать обучение сети, вывод кривых изменения функционалов ошибки  
в процессе обучения и вывод результатов решения задач, и программы, вычис-
ляющие параметры РБФ-сетей и алгоритмов обучения. 

Эксперименты проводились на компьютере со следующими характери-
стиками: процессор Intel Core i5-8500, частота – 3,0 GHz, оперативная память –  
16,0 GB. 

Эксперименты показали, что для несложной задачи аппроксимации 
функции одной переменной sin  с успехом можно использовать для обучения 
РБФ-сети как метод градиентного спуска, так и метод Нестерова. Метод 
Нестерова обладает некоторым преимуществом, которое для этой задачи не 
является решающим. 

Вторая задача аппроксимации является аппроксимацией функции 
2 2z x y= + . 100 узлов интерполяции располагались случайным образом в обла-

сти ( )3 3, 3 3x y= − + = − +  . Количество РБ-функций равно 16. При иници-
ализации сети функции располагались в узлах сетки. На рисунке 1 показано 
расположение центров РБ-функций, в виде радиусов кругов показана ширина, 
значения весов условно показаны заливкой кругов. Рисунок 1 показывает важ-
ность настройки не только весов, но и центров и ширины РБ-функций, что 
можно реализовать с использованием РБФ-сетей. Сеть обучалась с использо-
ванием алгоритмов первого и второго порядка до достижения значения сред-
ней квадратической ошибки, равной 0,01. Ускоренные методы первого поряд-
ка показали большое преимущество перед алгоритмом градиентного спуска.  
Импульсный метод сократил число итераций обучения в 3 раза, но оказался 
очень чувствителен к случайным изменениям начальных параметров. Лучшие 
и наиболее стабильные результаты показал метод Нестерова. За счет более 
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точного вычисления вектора градиента и несущественного усложнения  алго-
ритма метод позволил уменьшить число итераций обучения в 175 раз, а время 
решения задачи – в 170 раз.  

 
а) при инициализации сети 

 
б) после обучения сети методом Левенбега – Марквардта 

Рисунок 1 – Расположение центров, значения весов и ширины РБ-функций  
при решении второй задачи аппроксимации 

 

 Алгоритм RMSProp работает устойчиво, но показал существенно мень-
шую скорость сходимости, чем метод Нестерова, сократив число итераций  
в 6 раз по сравнению с градиентным спуском. Метод Левенберга – Марквардта 
на порядок сокращает число итераций по сравнению с методом Нестерова, 
уменьшив число итераций в 35 раз по сравнению с методом Нестерова, а время 
решения задачи – в 17 раз. Методы первого порядка не позволили достичь 
средней квадратической ошибки, меньшей 0,01. Метод Левенберга – Марк-
вардта позволил за 20 итераций получить среднюю квадратическую погреш-
ность, равную 10–6.  

Третьей задачей аппроксимации была аппроксимация популярной в тео-
рии аппроксимации мультимодальной функции Франке:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 29 2 9 2 9 1 9 1, 0,75exp 0,75exp
4 4 49 10

x y x yf x y
   − − + +   = − − + − − +
   
   

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

2 29 7 9 3
0,5exp 0,2exp 9 4 9 7 .

4 4
x y

x x
 − −
 + − − − − − − −
 
 

 

Узлы интерполяции в количестве 100 штук располагались случайным об-
разом в области ( )0 1, 0 1x y= =  . Аппроксимация методами первого поряд-
ка не позволила получить среднюю квадратическую погрешность менее 110− . 
При этом результат даже визуально не соответствовал аппроксимируемой 
функции. Метод Левенберга – Марквардта позволил достичь средней квадра-
тической погрешности, равной 610− , за 15 итераций. Количество РБ-функций 
равно 16. Результаты аппроксимации показаны на рисунке 2 и демонстрируют 
полное визуальное совпадение аппроксимированной функции с аналитическим 
представлением. На рисунке 3 показаны расположения центров, условные обо-
значения ширины РБ-функций и весов при инициализации и после обучения 
сети. Рисунок 3 свидетельствует о важности настройки не только весов сети, 
но и параметров РБ-функций. При аппроксимации функции Франке исследо-
вано применение для решения системы (13) итерационных методов подпро-
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странств Крылова. Для решения системы уравнений применены метод сопря-
женных градиентов и устойчивый метод бисопряженных градиентов. Как пока-
зали эксперименты, достаточно решать систему до значения относительной 
нормы невязки, равного 210− , что несущественно увеличивает время решения. 
Высокая численная устойчивость методов подпространств Крылова, особенно 
устойчивого метода бисопряженных градиентов, ослабляет негативное влияние 
плохой обусловленности системы и упрощает подбор параметра регуляризации.  

 

 
а) аналитически вычисленная функция 

 
б) результат аппроксимации 

Рисунок 2 – Аппроксимация функции Франке 
 

 
а) при инициализации сети 

 
б) после обучения сети методом  

Левенберга – Марквардта 
Рисунок 3 – Расположение центров, значения весов и ширины РБ-функций  

при аппроксимации функции Франке 
 

Эксперименты по решению краевых задач проводились на двух задачах. 
Первой являлась задача (14) при ( ) ( ) ( )1 2 1 2, sin sinf x x x x= π π  и ( )1 2, 0p x x = . 
Она решалась в единичном квадрате. Количество внутренних пробных точек 

100N = . Количество граничных пробных точек 40K = . Пробные точки распо-
лагались случайным образом в области решения и на границе области. При 
инициализации центры РБ-функций располагались на квадратной сетке 8 8× . 
Расположение центров, условное представление ширины и величины весов 
перед обучением сети (рисунок 4,а) и после обучения (рисунок 4,б) показыва-
ют важность настройки параметров РБФ-функций. Зависимость среднеквадра-
тической ошибки различных алгоритмов от номера итерации при решении 
первой краевой задачи показана на рисунке 5.  

Как видно из рисунка 5, метод градиентного спуска позволил решить 
первую модельную задачу с небольшой точностью. Для решения с большой 
точностью метод практически не применим. Несколько бо́льшую точность 
обеспечивает метод Нестерова. Только метод Левенберга – Марквардта позво-
лил решить задачу с высокой точностью за приемлемое время.  Метод Левен-
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берга – Марквардта позволил решить задачу за то же число итераций, что и 
метод доверительных областей, но реализация метода Левенберга – Марквард-
та проще, что позволило в 1,5 раза сократить время решения.  

 

 
а) при инициализации сети 

 
б) после обучения сети методом  

Левенберга – Марквардта  
Рисунок 4 – Центры, веса и ширина РБ-функций при решении первой краевой задачи 

 

 
Рисунок 5 – Зависимости среднеквадратической ошибки  

различных алгоритмов от номера итерации 
 

Вторая задача также описывается (14), но правая часть и граничные 
условия рассчитаны так, чтобы задача имела аналитическое мультимодальное 
решение: 

( ) ( ) 2 2 2 2 2 22 ( 1) 3 5 ( 1)110
5 3

, 3 1 x y x y x yxe x y e eu x y x − − + − − − + − − − − − 
 

= − . 

Задача решалась в квадрате [ ]23, 3− . Задачу не удалось решить методами 
первого порядка. Разработанный алгоритм метода Левенберга – Марквардта 
позволил за 20 итераций и 11 с решить задачу до средней квадратической 
ошибки 10–6 (рисунок 6). 

Вторая задача решалась при следующих условиях: количество внутренних 
пробных точек 200N = , количество граничных пробных точек  80K = , штраф-
ной коэффициент функционала ошибки по границе 100λ = . Пробные точки рас-
полагались случайным образом в области решения и на границе области. Веса 
инициализировались как и при решении первой краевой задачи. Начальная ши-
рина всех РБФ была постоянной, равной 0,6 для всех методов. При инициализа-
ции центры РБ-функций располагались на квадратной сетке 16 16× . 
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Рисунок 6 – Результаты численного решения второй краевой задачи 

 

Таким образом, разработанные алгоритмы обучения РБФ-сетей, особен-
но алгоритм метода Левенберга – Марквардта, показали преимущество перед 
известными алгоритмами.  

В заключении сформулированы основные результаты диссертационной 
работы. 

Приложения содержат копию свидетельства о регистрации программного 
комплекса и копию акта о внедрении результатов диссертационной работы. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ  
В диссертации решена научно-техническая задача, заключающаяся в раз-

работке новых алгоритмов повышенной производительности обучения сетей ра-
диальных базисных функций при численном решении краевых задач, являющих-
ся математическими моделями объектов с распределенными параметрами. 

Основные результаты работы состоят в следующем. 
1. Проведен анализ существующих численных методов решения краевых 

задач, описываемых дифференциальными уравнениями в частных производ-
ных, с использованием радиальных базисных функций и сетей радиальных ба-
зисных функций. Выявлены преимущества использования сетей радиальных 
базисных функций. Показано, что известные методы обучения сетей радиаль-
ных базисных функций не обеспечивают быстрого обучения сетей радиальных 
базисных функций. В качестве пути устранения этого недостатка предложено 
совершенствовать алгоритмы обучения сетей.  

2. Для обучения РБФ-сетей при решении задач аппроксимации функций 
и краевых задач математического моделирования объектов с распределенными 
параметрами разработаны численные алгоритмы на основе современных 
быстрых градиентных методов первого порядка: алгоритм градиентного спус-
ка с импульсом, алгоритм метода Нестерова, алгоритм с адаптивной скоростью 
обучения RMSProp. Разработанные алгоритмы учитывают архитектуру сетей 
радиальных базисных функций и используют управляемые параметры обучения 
для различных параметров сети. Получены аналитические выражения для вы-
числения градиента функционала ошибки. При решении модельных задач до 
средней квадратической ошибки, равной 0,01, ускоренный алгоритм Нестерова 
обеспечил сокращение числа итераций на два порядка по сравнению с исполь-
зуемым в настоящее время алгоритмом градиентного спуска. 
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3. Для обучения РБФ-сетей, предназначенных для решения задач аппрок-
симации функций и краевых задач математического моделирования объектов  
с распределенными параметрами, разработан численный алгоритм метода вто-
рого порядка – метода Левенберга – Марквардта, отличающийся учетом специ-
фики архитектуры сети и аналитическим вычислением параметров. Метод поз-
волил на модельных задачах достичь средней квадратической погрешности 

610− , не достижимой известными алгоритмами первого порядка. Предложен-
ный алгоритм позволяет получит такую погрешность за число итераций, равное 
числу итераций наиболее быстрого метода доверительных областей, но за счет 
более простого алгоритма сокращает время решения задачи в 1,5 раза. 

4. В алгоритме метода Левенберга – Марквардта предложено применение 
методов подпространств Крылова для вычисления вектора коррекции компонен-
тов РБФ-сети, позволившее при увеличении времени решения на 15–20 % сни-
зить требования к выбору начального значения параметра регуляризации. 

5. Проведен анализ возможностей решения на РБФ-сетях различных крае-
вых задач математического моделирования объектов с распределенными пара-
метрами, показавший возможность унифицированного подхода к решению  
таких задач с применением разработанных алгоритмов обучения РБФ-сетей.   

6. На основе предложенных алгоритмов разработан комплекс программ 
решения двумерных задач аппроксимации функций и краевых задач для диффе-
ренциальных уравнений в частных производных второго порядка. Комплекс 
программ использован для экспериментального исследования разработанных 
алгоритмов и позволил сравнить различные алгоритмы обучения РБФ-сетей.  
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