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[bookmark: _Toc42034737]Введение
Основная идея построения интеграла Лебега состоит в том, что здесь, в отличие от интеграла Римана, точки  группируются не по признаку их близости на оси , а по признаку близости значений функции в этих точках. Это сразу же позволяет распространить понятие интеграла на весьма широкий класс функций.
Кроме того, интеграл Лебега определяется совершенно одинаково для функций, заданных на любых пространствах с мерой, в то время как интеграл Римана вводится сначала для функций одного переменного, а затем уже с соответствующими изменениями переносится на случай нескольких переменных. Для функций же на абстрактных пространствах с мерой интеграл Римана вообще не имеет смысла.

[bookmark: _Toc42034738]1 Интеграл Лебега
Понятие интеграла Лебега от ограниченной функции
Назовем разбиением измеримого множества  всякое семейство  конечного числа измеримых и попарно непересекающихся подмножеств  множества , составляющих в сумме множество .
Для обозначения разбиения множества  будем использовать символ  или более краткий символ .
Рассмотрим на измеримом множестве  конечной меры произвольную ограниченную функцию . Для произвольного разбиения  - множества  обозначим символами  и  соответственно точную верхнюю и точную нижнюю грани функции  на частичном множестве  и введем в рассмотрение две суммы

называемые соответственно верхней и нижней суммами разбиения
.
Сразу же отметим, что для любого разбиения 

Для любой ограниченной на множестве конечной меры  функции  как множество всех верхних сумм , так и множество всех нижних сумм , (отвечающих всевозможным разбиениям  множества ) ограничено. Поэтому существует точная нижняя грань множества , которую мы обозначим символом  и назовем верхним интегралом Лебега, и точная верхняя грань множества , которую мы обозначим символом  и назовем нижним интегралом Лебега.
Ограниченная на множестве конечной меры  функция  называется интегрируемой (по Лебегу) на этом множестве, если , т. е. если верхний и нижний интегралы Лебега этой функции совпадают.
При этом число  называется интегралом Лебега от функции  по множеству  и обозначается символом

Разбиение  называют измельчением разбиения , если для любого номера  найдется номер , удовлетворяющий неравенством  и такой, что  содержится в .
Номер  может оказаться одним и тем же для различных номеров , причем сумма множеств  по всем номерам , для которых  равняется одному и тому же номеру , равна, очевидно, множеству , т. е.

Разбиение   называется произведением разбиений , если  состоит из множеств  представляющих собой пересечения всевозможных пар множеств  и , т. е. если каждое  равное , причем перебираются всевозможные комбинации номеров  и .
Очевидно, произведение  двух разбиений  и  является измельчением каждого из разбиений  и  (причем любое другое разбиение , являющееся измельчением как , так и , само является измельчением ).
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Предположим теперь, что измеримая функция  не является, вообще говоря, ограниченной на множестве  и принимает на этом множестве значения любых знаков. Введем в рассмотрение две неотрицательные функции

первая из которых  совпадает с  на множестве  и равна нулю на множестве , а вторая  совпадает с  на множестве  и равна нулю на множестве . Очевидно, . 
Определение. Функция  называется суммируемой на множестве , если на этом множестве суммируема каждая из неотрицательных функций  и . При этом разность интегралов  называется интегралом Лебега от функции  по множеству  и обозначается символом 
Итак, по определению

Вместо термина «суммируемая функция» часто употребляют термин «интегрируемая функция». 
Совокупность всех суммируемых на множестве  функций обычно обозначают символом  или . Запись  означает, что  принадлежит классу  т. е. является измеримой и суммируемой на множестве  функцией. 
Подчеркнем, что измеримая на множестве  функция  суммируема на  тогда и толъко тогда, когда суммируема на  функция .
 В самом деле, если  суммируема на , то по определению каждая из функций  и  суммируема на , а стало быть, и сумма указанных функций  и , равная , суммируема на . Если же суммируема на множестве  функция , то из измеримости на  каждой из функций  и  и из , , в силу мажорантного признака суммируемости неотрицательной измеримой функции, вытекает, что каждая из функций  и  суммируема на , а это и означает, что функция  суммируема на множестве . 
Таким образом, для интеграла Лебега (в отличие от интеграла Римана) интегрируемость функции   эквивалентна интегрируемости . 
Перейдем к вопросу о свойствах произвольных суммируемых функций. 
Сразу же отметим, что для произвольных суммируемых функций справедливы свойства  для ограниченных интегрируемых функций и для неотрицательных суммируемых функций. Справедливость указанных свойств для произвольных суммируемых функций сразу же вытекает из равенства 
и из справедливости указанных свойств для неотрицательных суммируемых функций. 
Наконец, для произвольных суммируемых функций остаются справедливыми свойства полной аддитивности и абсолютной непрерывности интеграла Лебега. Приведем формулировку и краткие указания по поводу доказательства этих свойств.
Теорема 1. (свойство полной аддитивности). Пусть множество  представляет собой сумму счётного числа попарно непересекающихся измеримых множеств  , т. е. . Тогда справедливы следующие два утверждения
1.1 Если функция  суммируема на множестве , то  суммируема и на каждом множестве  , причём справедливо равенство . 
 1.2 Если функция  измерима и суммируема на каждом множестве  и если сходится ряд 

то  суммируема на множестве  и справедливо равенство . 
Для доказательства теоремы 1.1 достаточно применить теорему 1, 1.1 к неотрицательным функциям  и  и воспользоваться равенством  .
Для доказательства теоремы 1.2 достаточно учесть, что в силу теоремы 1, 1.2 функция  суммируема на . Но тогда и  суммируема на  и в силу уже доказанной теоремы 1.1 справедливо равенство . 
Теорема 2. (свойство абсолютной непрерывности интеграла). Если функция  суммируема на множестве , то для любого положительного   найдётся положительно число  такое, что каково бы ни было измеримое подмножество  множества  с мерой , меньшей , справедливо неравенство . 
Для доказательства достаточно применить теорему 2 к неотрицательной функции   и воспользоваться неравенством .
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Определение. Будем говорить, что последовательность суммируемых на множестве  функций  сходится к суммируемой на этом же множестве функций  в  если

Сходимость последовательности  в  обеспечивает возможность почленного интегрирования последовательности  на множестве , ибо из формулы вытекает, что .
Заметим, что если последовательность измеримых и суммируемыx на множестве  функций  сходится к измеримой и суммируемой на функции  в , то  сходится к  и по мере на . 
В самом деле, фиксировав произвольное  И обозначив через  множество  , будем иметь

Так что из  следует, что  при .
Таким образом, сходимость по мере на  является более слабой, чем сходимость в  (и, как уже установлено выше, более слабой, чем сходимость почти всюду на ). 
Докажем, однако, что при дополнительных предположениях из сходимости по мере на  будет следовать сходимость в .
Теорема 3. (теорема Лебега). Если последовательность измеримых на множестве  функций  сходится к измеримой на  функции  по мере на  и если существует суммируемая на множестве  функция  такая, что для всех номеров  и почти всех точек  справедливо неравенство  , то последовательность  сходится к  в .
Доказательство. Сначала убедимся, что предельная функция  сама удовлетворяет почти всюду на  неравенству . Из последовательности  можно выделить подпоследовательность  , сходящуюся к  почти всюду на . Переходя в неравенстве  к пределу при , мы и получим, что  для почти всех точек . Из доказанного нами неравенства и из мажорантного признака суммируемости неотрицательной измеримой функции следует, что  суммируема на .
Фиксировав произвольное  и обозначив через  множество   будем иметь 

Из этого неравенства и из произвольности  вытекает, что для установления сходимости  к  В  достаточно доказать, что , но это сразу вытекает из теоремы 2 об абсолютной непрерывности интеграла и из того, что по условию  при . Теорема доказана.
Следствие (теорема Лебега о предельном переходе под знаком интеграла). Если последовательность измеримых на множестве  функций  сходится почти всюду на  предельной функции  и если существует суммируемая на множестве  функция  такая, что для всех номеров  и почти всех точек  справедливо неравенство , то  суммируема на  и 

Теорема 4. (теорема Б. Леви). Пусть каждая функция  измерима и суммируема на множестве , и пусть для всех номеров  и для nочти всех точек множества  справедливо неравенство . Пусть далее существует постоянная  такая, что для всех номеров  справедливо неравенство . Тогда для почти всех точек  из множества  существует конечный предел , причём предельная функция  суммируема на множестве  и справедливо равенство
Доказательство. Не ограничивая общности, можно считать, что все  неотрицательны почти всюду на  (иначе вместо  мы взяли бы неотрицательные функции . Так как последовательность  не убывает почти всюду на , то почти во всех точках  определена предельная функция , которая принимает в этих точках либо конечные значения, либо значения, равные . Если мы докажем, что эта предельная функция суммируема на множестве , то из этого будет следовать, что  почти всюду на  имеет конечные значения, т. е. будет следовать сходимость последовательности  к  почти всюду на , а отсюда и из неравенства  (почти всюду на ), в силу следствия из предыдущей теоремы, будет вытекать равенство:

Итак, для доказательства теоремы достаточно установить суммируемость предельной функции  на множестве . 
Заметим, что для любого  последовательность  сходится к почти всюду на , причём ограниченная функция  суммируема на  и для всех номеров  и почти всех точек  справедливо неравенство 
Это обеспечивает применимость к последовательности  следствия из предыдущей теоремы, в силу которого 

Из этого соотношения и из неравенства 

заключаем, что 

И поскольку  для всех номеров , то 

Из неравенства и из не убывания по  интеграла в левой части этого равенства вытекает существование предела 

которое и означает суммируемость на множестве . Теорема доказана. 
Сформулируем теперь теорему 4 в терминах функционального ряда (в таком виде эта теорема имеет широкое применение). 
Если каждая функция  неотрицательна почти всюду на множестве , измерима и суммируема на этом множестве и если сходится ряд 

то почти всюду на  сходится ряд 

причём сумма  ряда суммируема на множестве  и удовлетворяет условию 

Теорема 5. (теорема Фату). Если последовательность измеримых и суммируемых на множестве  функций  сходится почти всюду на  к предельной функции  и если существует постоянная  такая, что для всех номеров  справедливо неравенство, то предельная  функция  суммируема на множестве  и для неё справедливо неравенство . 
Доказательство. Введем в рассмотрение функции  и заметим, что каждая функция  неотрицательна и измерима на множестве  и что последовательность  убывает на множестве  и для почти всех точек  сходится к . Кроме того, для любого номера  всюду на множестве  справедливо неравенство 

из которого (в силу мажорантного признака суммируемости неотрицательной измеримой функции) вытекает суммируемость  на множестве . Применяя к последовательности  теорему 4, мы получим, что

Так как для любого номера , в силу, 
,
то из

 получим, что .
Теорема доказана.
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Напомним, что линейное пространство  называется нормированным, если выполнены следующие два требования: 1) известно правило, посредством которого каждому элементу  пространства  ставится в соответствие вещественное число, называемое нормой этого элемента и обозначаемое символом , 2) указанное правило удовлетворяет следующим трем аксиомам:
1. , если , , если . 
2.  для любого элемента  и любого вещественного числа . 
3. Для любых двух элементов  и  справедливо так называемое неравенство треугольника .
 Будем рассматривать в линейном нормированном пространстве  произвольную последовательность элементов . 
Определение 1. Последовательность  элементов линейного нормированного пространства  называется фундаментальной, если 

Определение 2. Говорят, что последовательность  элементов линейного нормированного пространства сходится в  к элементу этого пространства , если 

Такого рода сходимость называют еще сходимость по норме или сильной сходимостью в . 
Легко доказать, что всякая сходящаяся в  последовательность элементов   всегда является фундаментальной. В самом деле, если существует некоторый элемент  такой, что  при , то из неравенства треугольника 

сразу же следует, что 

Естественно возникает вопрос о том, является ли всякая фундаментальная последовательность элементов  сходящейся в  к некоторому элементу  пространства . 
Определение 3. Линейное нормированное пространство  называется полным, если всякая фундаментальная последовательность элементов   пространства  сходится в  к некоторому элементу  этого пространства. 
В настоящем пункте мы рассмотрим важный класс линейных нормированных пространств, введенных Лебегом, и докажем полноту этих пространств. 
Пусть вещественное число  удовлетворяет условию .
Определение 4. Будем говорить, что функция  принадлежит классу (или пространству) , если функция  измерима на множестве , а функция  суммируема на этом множестве.
 Легко убедиться, что при любом  класс  является линейным нормированным пространством, если в нем ввести норму с помощью соотношения 

Линейность такого пространства очевидна. Легко проверить справедливость аксиом 1-3 из определения нормированного пространства. Аксиома 1 сразу вытекает из условия эквивалентности нулю неотрицательной суммируемой функции. Аксиома 2 совершенно очевидна. Аксиома 3 при  очевидна, а при  вытекает из установленного в дополнении  неравенства Минковского.

Докажем теперь следующую основную теорему 
Теорема 6. При любом   пространство   является полным.
Доказательство. Пусть  - произвольная фундаментальная последовательность элементов пространства . Положим 

(точная верхняя грань величины  берется по множеству всех , удовлетворяющих неравенству . Из условия фундаментальности последовательности     вытекает, что   при . Отсюда следует, что можно выбрать подпоследовательность номеров   такую, что будет сходиться ряд

Из установленного в дополнении неравенства Гёльдера 

 вытекает, что при 

а из последнего неравенства и из сходимости ряда  вытекает сходимость ряда 

Из сходимости ряда данного ряда и из теоремы 4  (см. формулировку этой теоремы) заключаем, что почти всюду на  сходится ряд 

а стало быть, и ряд 

Но это означает, что -я частичная сумма указанного ряда, равная  сходится почти всюду на  к некоторой функции . Далее, поскольку  при любом номере  и любом  и поскольку  при  почти всюду на , то по теореме Фату  (при любом номере ), а это и означает сходимость последовательности  в  к . Теорема доказана. 


[bookmark: _Toc42034742]5 Заключительные замечания
Центральным моментом теории Лебега является замкнутость относительно операции предельного перехода и в теории измеримых множеств, и в теории измеримых функций, и в теории интеграла. Мы проводили все изложение для случая одной переменной. В случае переменных схема построения теории остается той же самой, но за исходное (основное) множество вместо интервала  следует взять открытый -мерный параллелепипед   (для чисел  допускаются значения , а для чисел  - значения . В -мерном случае качественно новым моментом теории является только так называемая теорема Фубини о сведении -кратного интеграла Лебега к повторному интегралу меньшей кратности. Мы не будем останавливаться на этой теореме.













[bookmark: _Toc42034743]6 Необходимое и достаточное условие интегрируемости по Риману
Не ограничивая общности, будем рассматривать функции, определенные на сегменте  Для каждой такой функции  введем так называемые функции Бэра  и , являющиеся в каждой точке соответственно верхним и нижним пределами в этой точке рассматриваемой функции . 
Итак, по определению

Заметим, что функции Бэра можно определить и по другому:

где  – -окрестность точки  (в случае, если  - граничная точка , вместо -окрестности следует брать соответственно правую или левую -полуокрестность точки  .
Очевидно, функция  непрерывна в точке  тогда и только тогда, когда 
Теорема 7.  Для того чтобы ограниченная на сегменте  функция  была интегрируема по Риману на этом сегменте, необходимо и достаточно, чтобы эта функция была непрерывной почти всюду на сегменте .
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Теорема 8. Для того , чтобы ограниченная на измеримом множестве  функция  являлась интегрируемой на этом множестве по Лебегу, необходимо и достаточно, чтобы эта функция была измерима на множестве . 
Доказательство. Пусть функция  ограничена и интегрируема по Лебегу на измеримом множестве . Это означает, что верхний и нижний интегралы Лебега от этой функции равны друг другу, и, стало быть, существует последовательность разбиений  множества  такая, что соответствующие последовательности верхних  и нижних  сумм удовлетворяют условию , причем каждое последующее разбиение  является измельчением предыдущего разбиения . (Для построения такой последовательности разбиений достаточно там, где это необходимо, брать произведение вводимых разбиений.) 
Напомним, что по определению

где  и -соответственно точная верхняя и точная нижняя грани  на множестве .
Определим две последовательности функций  и , положив функцию  равной   на множестве , а фунию  равной  на множестве .
Кроме того, очевидно, что последовательность   не возрастает, а последовательность  не убывает на множестве , причем для любого номера  в каждой точке множества Е справедливы неравенства

Положим , . Из  заключаем, что в каждой точке 

причём функции  и  измеримы на множестве .
Из теоремы Б. Леви получим, что

Из определения функций  и  вытекает, что , причем по построению . В силу  это приводит к равенству .
Из последнего равенства и из не отрицательности и измеримости функции  получим, что  почти всюду на . Следовательно, в силу  почти всюду на , и поскольку функции  и  измеримы на множестве , то и функция  также измерима на множестве . Теорема доказана.
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Суммируемы ли функции   и  на интервале 
Решение:

Строим срезку:

Выражаем :



значит функция  суммируемой не является.

Строим срезку

Выражаем :



значит функция  суммируемой не является.
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