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Введение 

 

В школьном курсе алгебры и начал анализа, при сдаче ЕГЭ за курс 

средней школы и при решении олимпиадных задач встречаются различного 

вида задания, связанные с решением неопределённых уравнений. Они быва-

ют весьма сложными и требуют нестандартного подхода к решению. Умение 

работать с подобными заданиями способствует развитию логического и ана-

литического мышления, формированию различных качеств личности, таких 

как самостоятельность, гибкость, критичность, целеустремленность. В про-

цессе работы с неопределёнными уравнениями школьники учатся устанавли-

вать причинно-следственные связи, овладевают приёмами целеполагания и 

рефлексии. 

Если провести анализ школьных учебников, то можно сделать вывод, 

что список изучаемых вопросов, касающихся темы данной работы, достаточ-

но узок. Вопрос о нахождении натуральных решений линейного уравнения 

раскрыт неполно. Рассматриваются далеко не все способы его решения. 

Навыки работы с заданиями, связанными с нахождением корней неоп-

ределённых уравнений являются достаточно востребованными. Это связанно 

с тем, что задачи подобного типа нередко появляются в вариантах ЕГЭ и ма-

тематических олимпиад. 

В процессе изучения неопределенных уравнений с целыми коэффици-

ентами выполняется повторение ранее изученного материала, что способст-

вует его более качественному усвоению. В большинстве случаев, на началь-

ных этапах изучения данного раздела у школьников возникает много слож-

ностей, связанных с различными факторами: разнообразие формул и методов 

решения уравнений такого типа, возможность применения к одному уравне-

нию нескольких способов решения, отсутствие необходимых навыков. По-

следний фактор является наиболее значительным. 

Все вышеперечисленное определило актуальность данной работы. 
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Цель выпускной квалификационной работы: изучение теоретических и 

методических аспектов понятия «неопределенные уравнения с целыми коэф-

фициентами». 

Объект исследования: процесс обучения математике в старших клас-

сах. 

Предметом исследования являются неопределенные уравнения с це-

лыми коэффициентами. 

Задачи: 

1. Изучить теорию неопределенных уравнений с целыми коэффициен-

тами. 

2. Проанализировать методы решений неопределённых уравнений с 

целыми коэффициентами. 

3. Рассмотреть задачи в целых числах при подготовке к олимпиадам и 

ЕГЭ по математике. 

4. Разработать факультативный курс «Решение неопределённых урав-

нений с целыми коэффициентами». 

5. Привести в пример конспекты двух уроков на заданную тему. 

Практическую значимость данной работы обуславливает разработан-

ный факультативный курс и практические рекомендации по формированию у 

учащихся более глубоких знаний и умений применять полученные знания 

при решении неопределенных уравнений с целыми коэффициентами. 

В данной работе проанализированы типичные задачи, связанные с ре-

шением неопределённых уравнений различных степеней, изучена и проана-

лизирована математическая литература, выполнена методическая работа, 

включающая в себя изучение теории, подбор заданий, разработку практиче-

ских рекомендаций факультативного курса и конспектов. 

Выпускная квалификационная работа содержит введение, две главы, 

заключение, список использованной литературы. 
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В первой главе определяются основные понятия, связанные с теорией 

неопределённых уравнений с целыми коэффициентами и способы их реше-

ния. 

Во второй главе выпускной квалификационной работы проводится 

анализ олимпиад по математике и заданий ЕГЭ, а также разработан факуль-

тативный курс «Решение неопределённых уравнений с целыми коэффициен-

тами» и приведены конспекты занятий из разработоного факультативного 

курса. 
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ГЛАВА 1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АСПЕКТ ПРОБЛЕМЫ ИЗУЧЕ-

НИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ УРАВНЕНИЙ С ЦЕЛЫМИ 

 

1.1. История изучения неопределенных уравнений с целыми коэф-

фициентами 

 

«Диофантовы уравнения – алгебраические уравнения с целыми коэф-

фициентами, у которых разыскиваются целые решения» [9, с. 5]. Данные 

уравнения были названы в честь известного математика Диофанта Александ-

рийского, о котором известно крайне мало. Диофанта так же называют «от-

цом алгебры», так как из всех существующих способов решения таких урав-

нений большинство изобрёл именно он.  

«Диофантовыми (неопределёнными) уравнениями принято называть 

уравнения с целыми коэффициентами, для которых надо найти целочислен-

ные (или натуральные) решения. При этом количество неизвестных, входя-

щих в уравнение, должно быть не менее двух [1]. Их можно записать в виде 

                    ,      , где               – многочлен с целыми коэф-

фициентами, а все переменные    принимают целочисленные значения» [10]. 

Главной целью Диофанта в работе с неопределёнными уравнениями 

было найти метод нахождения решения. Несмотря на то, что разбираемое 

уравнение может иметь множество решений, ему было достаточно нахожде-

ния одного из них. 

Для решения неопределённого уравнения необходимо установить: 

1) имеет ли оно хотя бы одно целочисленное решение; 

2) конечно или бесконечно число его целочисленных решений; 

3) найти все его целочисленные решения. 

Сложно переоценить вклад Диофанта в развитие математики. Одним из 

величайших его трудов является «Арифметика» - сборник из (предположи-

тельно) 13 сочинений. Правда до нас дошли только шесть работ Диофанта. 

Место нахождения остальных книг остаётся неизвестным. Найденные сочи-
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нения были обнаружены в 1464 г. выдающимся астрологом и математиком 

Иоганом Мюллером в Венеции. 

Говоря о сущности книги «Арифметика» можно сказать, что она явля-

ется сборником задач (189 штук) с их подробными решениями. Главная цель 

работы – изложить способы нахождения верных решений диофантовых 

уравнений (в том числе рациональных). Труд Диофанта позволяет  подробно 

изучить свойства целых и рациональных чисел. Он предполагает знание не-

которых приемов, таких как: преобразования выражений, подстановок, ис-

ключения и т. д. 

Все сочинения в большей степени посвящены работе с уравнениями и 

их системами, имеющими множество решений, иными словами – работе с 

неопределёнными уравнениями. В своих книгах автор руководствуется толь-

ко рациональными решениями. 

Автор в основном проводит анализ решений неопределенных уравне-

ний 2-ого и 3-его порядка. 

Вопрос о решении неопределенных уравнений возник очень давно. Об 

этом свидетельствуют рукописи, которые сохранились из глубины тысячеле-

тий. Еще в эпоху Вавилона люди были озадачены поиском пифагоровых 

троек – целочисленных решений уравнения           . 

Пифагорейцами были выведены формулы, способствующие нахожде-

нию решения данного уравнения:  

                    

Здесь необходимо дать определение следующему термину: «пифагоро-

ва тройка называется примитивной, если она не может быть получена из ка-

кой – либо другой пифагоровой тройки умножением на одно и то же нату-

ральное число» [12, с. 37]. Говоря проще, такие тройки чисел являются вза-

имно простыми (их НОД=1). 

Стоит обратить внимание, что при         исходное уравнение имеет 

16 примитивных троек: 
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(3; 4; 5) (9; 40; 41) (16; 63; 65) (36; 77; 85) 

(5; 12; 13)  (11; 60; 61) (20; 21; 29) (39; 80; 89) 

(7; 24; 25)  (12; 35; 37) (28; 45; 53)  (48; 55; 73) 

(8; 15; 17)   (13; 84; 85)  (33; 56; 65)  (65; 72; 97) 

Среди данных наборов нет следующих:                             

           и т.д. Они не являются примитивными, потому что в них включе-

ны числа, делящиеся без остатка на числа из примитивных троек. 

В своем сочинении «Начала» Евклид упоминает неопределённое урав-

нение следующего вида: 

         

(где a – параметр). Для него описаны решения в целых числах. В этом 

замечательном труде для него приводятся целочисленные решения. Решение 

данного уравнения было известно ещё Архимеду, который выразил его в сво-

ей «Задаче о быках», звучавшей следующим образом: «Сколько у Солнца ко-

ров и быков, сосчитай, иностранец, ум навостривши, коль впрямь свойствен-

на мудрость тебе. Сколько скота выгонялось на долы Сицилии влажной? 

Разного цвета стада бог лучезарный имел, счетом четыре». Данная задача де-

лилась в два решения. Первое заключалось в нахождении количества коров и 

быков в стаде. Необходимо было решить систему уравнений с 8 неизвестны-

ми. Возникало множество подходящих решений, самым большим из которых 

являлось число пятьдесят миллионов триста восемьдесят девять тысяч семь-

десят три головы. А 2 часть решения была боле сложной, решением которой 

являлось число, выраженное через 206 545 десятичных знаков. Поэтому Ар-

химед сформулировал заключение задачи, звучавшее следующим образом: 

«Если сумеешь всё это найти и взором духовным стада размеры объять сам и 

другим передать, гордо шествуй вперед, кичася великой победой: знай, что, 

других превзойдя, первый по мудрости ты» [14]. 

Хотя область неопределённых уравнений интересовала множество ма-

тематиков, живших задолго до Диофанта, именно он начал всесторонне изу-

чать и описывать их способы решения. Невозможно изучив 50 решений Дио-
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фанта предугадать ещё одно; решение всех задач было индивидуальным и 

производилось разным методами, руководствуясь уникальными вычисли-

тельными приемами, которые опирались на определенные свойства чисел. 

Он не боялся сложных задач и любил проводить самые тяжелые вычисления. 

В большинстве случаев, работая с системами таких уравнений, он 

уменьшал количество неизвестных, подставляя вспомогательные неизвест-

ные или заменяя их произвольными рациональными значениями. Таким об-

разом, многие задачи в процессе решения меняли свою суть, так как возника-

ли некоторые неизвестные, определенные произвольным образом. Это сво-

дило задачи, содержавшие неопределенные уравнения к задачам с опреде-

ленными уравнениями. 

Следующими, кто занимались всестороннем изучением диофантовых 

уравнений - индусские математики, которые работали с неопределенными 

уравнения 1 степени. Необходимость в таких вычислениях возникла в связи с 

развитием астрономии. До современности сохранились работы индийского 

математика Брахмагупты, в которых содержится описание способа получе-

ния общего решения следующего неопределенного уравнения: 

            

где       – целые числа [21, с. 57]. 

Масса методов алгебры появились благодаря решению диофантовых 

уравнений. Почти все известные европейские математики средних веков за-

нимались изучением уравнений данного типа. Такие как: Леонардо Пизан-

ский (Фибоначчи) (1170 – 1250 гг.), Франсуа Виета (1540 – 1603 гг.), Симона 

Стевина (1549 – 1620 гг.) и т.д. Отличительной чертой данного времени явля-

ется то, что математики работали с диофантовыми уравнениями не читав его 

великого труда «Арифметика», так как сборник не был обнаружен почти до 

17 в. Хотя они и были знакомы с некоторыми из его методов решений. Осо-

бенность этого периода заключается в том, что вплоть до последней четверти 

XVI в. Европейские математики, хотя и были знакомы со многими задачами 
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Диофанта и даже с некоторыми его методами, однако самой «Арифметики» 

не читали. 

Ещё одним выдающимся математиком этого времени, внесшим вклад в 

изучение диофантовых уравнений стал итальянский математик Лука Пачоли 

(1445 – 1517), написавший труд «Сумма арифметики, геометрии, учения о 

пропорциях и отношениях».  В своей книге он первым представил описание 

письменных приёмов счета с использованием арабской системы чисел. В 16 

веке произошло событие, перевернувшее всю историю изучения диофанто-

вых уравнений – в Ватиканской библиотеке Рафаэлем Бомбели был найден 

великий труд «Арифметика». В 1572 году им же был опубликован собствен-

ный труд «Алгебра». В этой  книге содержатся почти 150 задач незабвенного 

труда Диофанта. 

В 17 веке Клодом Гаспаром – французским математиком, был осущест-

влен перевод Диофантова труда на латынь. В этом издании было множество 

комментариев к известным задачам великого мыслителя. Например автор 

впервые применил алгоритм Евклида к простейшему неопределенному урав-

нению вида:          . Далее рассматривались подходящие дроби. Гас-

пар стал первым математиком, кто попределили связь между алгоритмом 

Евклида и решением линейного неопределенного уравнения. 

Вышеупомянутый труд стал опорой для исследований известного ма-

тематика Пьера Ферма (1601 – 1665). Он выдвинул гипотезу о том, что у не-

определенного уравнения вида            нет решений на множестве це-

лых положительных чисел, ни при каком натуральном      . 

Вплоть до 18 века известными математиками пополнялись правила ре-

шения диофантова уравнения          . Среди деятелей этого времени 

звучат имена Мишеля Ролля (1652 –1719 гг.), великого Л. Эйлера, Н. Саун-

дерсона (1682 –1739 гг.). Комбинаторные методы решения использовал К.Ф. 

Гинденбург (1741 – 1808 гг.). Лагранж применил цепные дроби Ж. Л. Ла-

гранж к решению линейных диофантовых уравнений.  
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В начале 20 века немецким математиком Давидом Гильбертом (1862 – 

1943 гг.) были сформулированы 23 задачи, «проблемы Гильберта» (так их на-

зывают). В одной из этих задач ставился вопрос об отыскании универсально-

го метода решения неопределенных уравнений в целых числах. 

К середине того же века выдвинулось предположение её о неразреши-

мости.  Толчком для заключения такого вывода стало доказательство А.А. 

Марковым и Э.Л. Постом неразрешимости одной алгебраической задачи. По-

сле этого, американским математиком Мартином Дэвисом была написана ра-

бота, содержащая идеи способа решения данной задачи с использованием на-

туральных чисел. В 1970 русским математиком Ю. Матиясовичем было 

опубликовано доказательство неразрешимости 10–й проблемы Гильберта. 

Уравнением вида           (в нём все переменные являются целы-

ми числами, большими 0) связано с именем бельгийского математика Э.Ш. 

Каталан (1814 – 1894 гг.). Он предположил, что данное диафантово уравне-

ние имеет только одно решение:                        , на множестве 

 , для любого        . Данная задача получила название «Проблема Ка-

талана». Она была разрешена в начале 21 века румынским математиком Пре-

дом Михайлеску. Он доказал справедливость данного предположения. 

Проблема решения неопределенных уравнений в целых числах решена 

до конца только для уравнений первой и второй степени с двумя неизвест-

ными. Решение уравнений в целых числах имеет не только теоретический 

интерес. Они встречаются в различных областях знаний.  
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1.2. Необходимая теория для изучения неопределённых уравнений 

 

Прежде чем говорить о неопределённых уравнениях, необходимо опре-

делить некоторые термины, связанные с кольцом целых чисел, и отношение 

делимости в нём. 

 Делимость целых чисел является основополагающим понятием алгеб-

ры и теории чисел. Оно представляет собой отношением, определённым на 

множестве целых чисел. Деление является одним из наиболее трудных дей-

ствий. Например, оно является исключительным в работе с нулем. В случае с 

остальными операциями данное число является равноправным. Но делить на 

него нельзя. Знания принципов деления нужны человеку не только для рабо-

ты со сложными алгебраическими выражениями, но и для выполнения базо-

вых математических операций. 

Знания понятия «признак делимости чисел» упрощают решение многих 

задач и помогают легко определить является ли число кратным заданному, не 

совершая при этом указанную операцию. 

Поговорим о делимости в кольце целых чисел. 

Определение 1.1 «Целое число a делится на целое число  , отличное от 

нуля, если существует целое число  , такое, что верно равенство       ».  

Лемма 1. (Простейшие свойства делимости).  

1. «Нуль делится на любое отличное от нуля целое число  ». 

2. «Любое целое число делится на   и   ». 

3. «Любое целое число      делится само на себя». 

4. «Знак числа не влияет на делимость, т.е. если   кратно  , то   кратно 

    ,      кратно  ,      кратно     ». 

5. «Если   кратно   и   кратно  , то   кратно   (транзитивность дели-

мости)». 

6. «Если каждое слагаемое суммы делится на некоторое целое число, то 

и сумма делится на это число. (Обратное утверждение неверно)». 
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7. «Если одно из двух целых чисел делится на какое-либо целое число 

 , то сумма делится на   тогда и только тогда, когда и второе число делится 

на  ». 

8. «Если уменьшаемое и вычитаемое делятся на целое число  , то и их 

разность делится на это число, т.е. из   кратно   и c кратно   вытекает, что 

        кратно  . (Обратное утверждение неверно)». 

9. «Если хотя бы один из сомножителей делится на какое-либо целое 

число, то и произведение этих сомножителей делится на это число. (Обрат-

ное утверждение неверно)». 

10. «Если   кратно   и     , то          » [19, с. 54–55]. 

Следствия: Если: 

1)   кратно  , то либо      , либо          ; 

2)   кратно   и   кратно  , то          ; 

3)   кратно  , то       или       . 

Определение 1.2 «Целое число   делится с остатком на целое число  , 

     , если существуют целые числа     такие, что          , причем 

           ». 

Теорема 1.1 (о делении с остатком). «Для любых целых чисел   и   

        существует единственная пара целых чисел    , удовлетворяющих 

условию                           ». 

Пример 1. Разделите      на    . 

                                   .  Число 11 в данном случае 

является неполным частным, а 4 – остатком, так как                  . 

Необходимо поделить число      на   . Для выполнения данного за-

дания нужно определить целое число  , такое, что                    

   . Число 12 является неполным частным, а 19 – остатком, потому что 

                   . 

Теперь произведем деление на отрицательное число    . Для этого за-

пишем число     в следующем виде               . А для того, чтобы 
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поделить число     нужно представить его в следующем виде         

  . Ответ: 

                   

                      

                     

                     

Так же, необходимо определить понятие НОД целых чисел. 

Теорема 1.2 «Любое целое число     имеет конечное число целых 

делителей». 

Допустим число   — это любой целый делитель числа  . Тогда 

       . Из этого можно сделать вывод, что               . Далее следу-

ет, что на отрезке            имеется конечное число целых чисел. Это озна-

чает следующее: число   имеет конечное число целых делителей. 

Определение 2.1. «Общим делителем целых чисел                    

называется целое число, которое делит каждое из чисел                ». 

Допустим, что среди чисел    имеется число, неравное нулю. Тогда 

(опираясь на вышеопределенную теорему) существует конечное число общих 

делителей, из которых можно выделить наибольший. Стоит обратить внима-

ние, что число 1 является общим делителем для любого набора чисел. По-

этому НОД этих чисел   . Значит НОД является натуральным числом. 

Определение 2.2. «Целые числа                    называются вза-

имно простыми, если их      ». 

Определение 2.3. Целые числа                    называются попар-

но взаимно простыми, если НОД любых двух чисел этой совокупности равен 

1. 

Теорема 2.3                                            . 

Теорема 2.4 Если             и   кратно , то             . 
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Теорема 2.5 Если целые числа         связаны равенством        

   , то                    , где       одновременно не равны нулю [7, 

с. 25]. 

Наименьшее общее кратное целых чисел (НОК). 

Определение 3.1 «Общим кратным целых чисел                    

отличных от нуля называется целое число, которое делится на каждое из этих 

чисел (ОК)».  

Можно сделать вывод, что для любого набора целых чисел 

              ,       ,              имеется бесконечно множество ОК, к при-

меру, число вида                  , где      . 

Стоит обратить внимание, что                        является нату-

ральным ОК набора целых чисел                   , поэтому НОК равно 

этому числу или меньше его. Из этого следует, что так как НОК          

         , то оно содержится в промежутке                      , где находит-

ся конечное число натуральных чисел. Таким образом, в этом же промежутке 

содержится конечное число ОК совокупности             , где найдется и 

НОК. 

Определение 3.2 Наименьшее натуральное ОК целых чисел, отличных 

от нуля, называется наименьшим общим кратным этих чисел и обозначается 

НОК(            ) или [            ],      . 

Теорема 3.1 «НОК(            )=НОК(                 )». 

Теорема 3.2 «         
     

         
,        ». 

Теорема 3.3 «Любое общее кратное целых чисел делится на их наи-

меньшее общее кратное». 

Теорема 3.4 «Частные от деления наименьшего общего кратного целых 

чисел на эти числа суть взаимно простые числа». 

Теорема 3.5                                      . 

Теорема 3.6      
  

 
 
  

 
     

  

 
  

                 

 
 . 
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Теорема 3.7 НОК попарно взаимно простых чисел равно модулю про-

изведения этих чисел, т.е.                                      

где                     [7, с. 28–30]. 

 

1.3. Существование решений неопределённых уравнений. Основ-

ные теоремы 

 

«Неопределенными уравнениями первой степени с двумя неизвестны-

ми называют уравнения вида        , где       - числа из некоторой 

данной совокупности (действительные, рациональные, целые и т.п.), причем 

  и   не равны нулю. Решениями неопределенного уравнения называют лю-

бые пары чисел      , которые принадлежат данной совокупности, удовле-

творяющие вышеуказанному уравнению». 

Для начала, необходимо понять как выглядят корни данного неопреде-

ленного уравнения в случае, если       – действительные числа. Решим его 

относительно, какого угодно неизвестного. Например, для   получим:  

  
    

 
  

Это выражение показывает, что   однозначно зависит от  , само же   

может быть совершенно произвольным. Следовательно, если       – дейст-

вительные числа, то уравнение имеет бесконечное множество решений 

    
    

 
   

где   - произвольное действительное число. 

Если       – рациональные числа, то естественно рассматривать ра-

циональные решения уравнения. Очевидно, что они задаются самой форму-

лой ( ; 
    

 
), где в этот раз число   является рациональным.  

Наиболее интересен случай, если числа     и   являются целыми и не-

обходимо найти целые решения данного неопределенного уравнения. Задачу 

о нахождении таких целых чисел можно свести к следующей формулировке: 
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«из бесконечного множества действительных решений неопределенного 

уравнения необходимо определить лишь целые». Конечно, данное ограниче-

ние сильно уменьшает количество решений.  

Для начала нужно понять, в каких случаях возможно решение данного 

уравнения в целых числах. Ответ на этот вопрос заключен в следующих тео-

ремах. 

Теорема 1. «Если свободный член с неопределенного уравнения 

        не отделится на наибольший общий делитель коэффициен-

тов a и b, НОД(a;b), то уравнение не имеет целых решений» [5, с. 47]. 

Докажем данную теорему. Допустим            , такое что   

  ,     , где числа   и   являются целыми. В этом случае рассматривае-

мое уравнение будет иметь вид  

           

 или  

            

Если предположить, что существуют такие целые числа   и  , которые 

удовлетворяют вышеуказанному уравнению, то можно сделать вывод, что 

делится   делится на  . Данное противоречие доказывает теорему 1.  

Если у чисел     и   существует общий множитель, то при сокращении 

на этот множитель возможен случай, что у чисел   и   есть общий множи-

тель, или что     взаимно просты. В первом варианте, уравнение не имеет 

целых решений (следствие из теоремы 1). Другой случай приводит нас к 

формулированию следующей теоремы. 

Теорема 2. «Если коэффициенты   и   неопределенного уравнения 

        являются взаимно простыми числами, то уравнение имеет, 

по крайней мере, одно целое решение» [5, с. 51]. 

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что    . 

Решив уравнение относительно  , получим 
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Докажем, прежде всего, что если в эту формулу вместо y подставлять 

все натуральные числа, меньшие а, т.е. числа 0,1,2, …, а-1, и каждый раз со-

вершать деление, то все а остатков будут различны. В самом деле, подставим 

вместо у какие-нибудь два числа, меньшие а (из множества 0, 1, 2, …, а-1). В 

результате мы получим две дроби 

     

 
 и
     

 
 

Найдем: 

     

 
      

  
 
  
     

 
     

  
 
  

Предположим, что остатки и равны. Тогда, вычитая второе равенство 

из первого, получим 

     

 
   

     

 
         

или 

        

 
         

Так как       – число целое, то и левая часть должна быть целым 

числом. Стало быть,          должно делиться на  . Но числа   и   - вза-

имно просты, следовательно,       должно делиться на а, т.е. разность 

двух натуральных чисел, каждое из которых меньше а, должна делиться на а, 

что невозможно. Значит    не может равняться   , т.е. все остатки различны.  

Итак, мы получили а различным натуральных остатков, меньших а. Но 

различные а натуральных чисел, не превосходящие а, суть не что иное, как 

числа            . Следовательно, среди остатков непременно найдется 

один и только один, равный нулю. Значение  , подстановка которого в выра-

жение         дает остаток  , превращает            в целое число. 

Итак,   и   взаимно просты, то уравнение действительно допускает целые 

решения, что и требовалось доказать.  

Доказанная выше теорема 1 утверждает, что условие             

является необходимым условием для решимости неопределенного уравнения 
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в целых числах. Теорема 2 утверждает, что это условие является достаточ-

ным. 

 

1.4. Ме то ды ре ше ни й не оп ре де лё нн ых ур ав не ни й с це лы ми 

ко эф фи ци ен та ми 

 

 Ме то д по дб ор а 

Т ео ре ма 2 да ет пр ак ти че ск ую во зм ож но ст ь на хо ди ть од ну па ру 

ре ше ни й не оп ре де ле нн ог о ур ав не ни я в це лы х чи сл ах. Пу ст ь, на пр им ер, да но 

ур ав не ни е  

    у      

Ре ша ем эт о ур ав не ни е от но си те ль но то го из не из ве ст ны х, пр и ко то ро м 

на хо ди тс я на им ен ьш ий (п о мо ду лю ) ко эф фи ци ен т. По дс та вл яе м в эт о 

вы ра же ни е вм ес то   на ту ра ль ны е чи сл а, ме нь ши е  , т. е.          . В 

ре зу ль та те на хо ди м: 

     у  
   

 
    

    у  
     

 
      

Итак, од но из ре ше ни й да нн ог о ур ав не ни я по лу че но:         .  

Эт от пр ие м ре ше ни я не оп ре де ле нн ог о ур ав не ни я це ле со об ра зн о 

уп от ре бл ят ь в те х сл уч ая х, ко гд а ко эф фи ци ен т пр и ка ко м- ли бо из 

не из ве ст ны х не ве ли к по мо ду лю.  

Ко ль ск ор о на йд ен а од на па ра це лы х ре ше ни й, то ле гк о на йт и и вс е 

та ки е ре ше ни я, ис по ль зу я те ор ем у 3.  

Те ор ем а 3. Не оп ре де ле нн ое ур ав не ни е  

      с 

 в ко то ро м а и b яв ля ют ся вз аи мн о пр ос ты ми чи сл ам и, до пу ск ае т 

бе ск он еч но е мн ож ес тв о це лы х ре ше ни й. Вс е эт и ре ше ни я за да ют ся 

фо рм ул ам и 
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х       и        

г де (а ; β) – не ко то ро е ре ше ни е ур ав не ни я, а t – пр ои зв ол ьн ое це ло е 

чи сл о [5, с. 53 ]. 

 До ка за те ль ст во. Та к ка к по ус ло ви ю па ра        яв ля ет ся ре ше ни ем 

на ше го ур ав не ни я, то по дс та но вк а    ,      в ур ав не ни и да ет то жд ес тв о  

         

Вы чи та я эт о то жд ес тв о из на ше го , им ее м  

а               

от ку да  

  а 
      

 
 

Чт об ы   бы ло це лы м чи сл ом, не об хо ди мо, чт об ы 
      

 
 бы ло це лы м, 

т. е. чт об ы пр ои зв ед ен ие        де ли ло сь на   бе з ос та тк а. Но   и   - 

вз аи мн о пр ос ты е чи сл а; ст ал о бы ть дл я эт ог о не об хо ди мо, чт об ы 
      

 
  

ра вн ял ос ь не ко то ро му чи сл у. Об оз на чи м эт о це ло е чи сл о че ре з  :  

   

 
   

То гд а        и, сл ед ов ат ел ьн о,  

    
      

 
       

Чт о и тр еб ов ал ос ь до ка за ть.  

Ме то д сп ус ка 

 Ме то д сп ус ка вп ер вы е бы л пр им ен ен в VI ве ке Ар иа бх ат то й. Ме то д 

за кл юч ае тс я в св ед ен ии да нн ог о ур ав не ни я к по сл ед ов ат ел ьн ос ти др уг их 

ур ав не ни й с уб ыв аю щи ми по аб со лю тн ой ве ли чи не ко эф фи ци ен та ми пе ре д 

не из ве ст ны м.  

До пу ст им, чт о ко эф фи ци ен т пр и од но м из не из ве ст ны х ра вн яе тс я 

ед ин иц е. На пр им ер, ра сс мо тр им ур ав не ни е  

        

От сю да 
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 По ло жи в    , по лу чи м дл я   це ло е зн ач ен ие    . Сл ед ов ат ел ьн о, 

од на па ра ре ше ни й ур ав не ни я им ее т ви д    ,    . Вс е же це лы е ре ше ни я 

за да ют ся фо рм ул ам и 

             

Аналогично, ес ли ко эф фи ци ен т пр и у ра ве н 1, то вс е це лы е ре ше ни я 

за да ют ся фо рм ул ам и  

            

На эт ом за ме ча ни и ос но ва н об щи й сп ос об ре ше ни я не оп ре де ле нн ог о 

ур ав не ни я в це лы х чи сл ах. В са мо м де ле, ес ли бы на м уд ал ос ь пр ив ес ти 

ур ав не ни е         к ур ав не ни ю, в ко то ро м од ин из ко эф фи ци ен то в 

ра ве н ед ин иц е, то за да ча бы ла бы ре ше на. Но ко гд а   и   – вз аи мн о пр ос ты е 

чи сл а, та ко е пр ои зв ед ен ие вс ег да во зм ож но. Пу ст ь, на пр им ер, да но 

ур ав не ни е  

          

Ре ша ем эт о ур ав не ни е от но си те ль но не из ве ст но го, им ею ще го ме нь ши й 

по мо ду лю ко эф фи ци ен т, в да нн ом сл уч ае от но си те ль но x. По лу ча ем  

  
     

 
      

Вы де ли в це лу ю ча ст ь на йд ем, чт о  

      
    

 
  

По лу че нн ое дл я   вы ра же ни е со ст ои т из дв ух ча ст ей:    , ко то ра я 

бу де т це ло й пр и вс як ом це ло м  , и др об но й 
    

 
. Дл я то го чт об ы   бы ло 

це лы м чи сл ом, не об хо ди мо вы бр ат ь та ки е це лы е зн ач ен ия  , пр и ко то ры х 

    

 
.  яв ля ет ся це лы м чи сл ом. По ло жи м  

          

гд е   – пр ои зв ол ьн ое це ло е чи сл о. 
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 Ре ша ем эт о ур ав не ни е от но си те ль но не из ве ст ного, им ею щи й ме нь ши й 

по мо ду лю ко эф фи ци ен т, т. е. от но си те ль но  :  

  
    

 
  

Вы де ли в це лу ю ча ст ь, по лу чи м  

      
    

 
 

Ра сс уж да я ан ал ог ич но пр ед ыд ущ ем у, вв од им но ву ю пе ре ме нн ую   :  

             

Вы ра зи м не из ве ст ну ю с на им ен ьш им ко эф фи ци ен то м, в эт ом сл уч ае 

пе ре ме нн ую   : 

  
    

 
 
   

 
    

Требуя, чт об ы 
   

 
  б ыл о це лы м, по лу чи м: 

   

 
   , от ку да            . 

Др об ей бо ль ше не т, сп ус к за ко нч ен (п ро це сс пр од ол жа ем до те з по р, по ка в 

вы ра же ни и дл я оч ер ед но й пе ре ме нн ой не ос та не тс я др об ей). 

 Те пе рь не об хо ди мо «п од ня ть ся вв ер х».  Вы ра зи м че ре з 

пе ре ме нн ую     сн ач ал а   , по то м    и за те м   : 

  
   

 
   

      

 
            ;  

    

 
 

         

 
      . 

  
     

 
 

          

 
     . 

 Фо рм ул ы          и            , гд е    – пр ои зв ол ьн ое це ло е чи сл о, 

пр ед ст ав ля ют об ще е ре ше ни е ис хо дн ог о ур ав не ни я в це лы х чи сл ах. 

О тс юд а ви дн о, чт о пр оц ес с ре ше ни я св од ит ся к та ко й 

по сл ед ов ат ел ьн ос ти де йс тв ий, ко то ра я им ее т ме ст о пр и на хо жд ен ии 

на иб ол ьш ег о об ще го де ли те ля             чи се л   и   с по мо щь ю ал го ри тм а 

Ев кл ид а. Но ко эф фи ци ен ты   и   вз аи мн о пр ос ты, а по эт ом у на иб ол ьш ий 

об щи й де ли те ль их ра ве н ед ин иц е. Сл ед ов ат ел ьн о, пр од ол жа я ря д ук аз ан ны х 

14 де йс тв ий, мы об яз ат ел ьн о до йд ем до ос та тк а, ра вн ог о ед ин иц е, ко то ры й и 
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бу де т ко эф фи ци ен то м в од но м из по лу ча ем ых ур ав не ни й. Те м са мы м, за да ча 

св од ит ся к уж е из ве ст но му ча ст но му сл уч аю. 

М ет од це пн ой др об и 

К ре ше ни ю ди оф ан то вы х ур ав не ни й бы л пр им ен ен но вы й ме то д це пы х 

др об ей. Вп ер вы е ис по ль зо ва л ег о Ла нг ра нж , ко то ры й од на ко за ме ча ет, чт о 

фа кт ич ес ки эт о то т же сп ос об, ко то ры й бы л да н Ба ше де Ме зи рь яо м и 

др уг им и ма те ма ти ка ми.  

Об ра ти мс я к ал го ри тм у Ев кл ид а. Из ра ве нс тв а          вы те ка ет, 

чт о др об ь 
 

 
 мо жн о за пи са ть в ви де су мм ы це ло й ча ст и и пр ав ил ьн ой др об и: 

 

 
    

  

 
    

 

 
. Из вт ор ог о ра ве нс тв а           им ее м 

 

 
    

 

  
 

   
  

  
    

 

  

  
. Зн ач ит, 

 

 
    

 

   

 
  
  

 . Пр од ол жи м эт от пр оц ес с до те х 

по р, по ка не пр ид ём к зн ам ен ат ел ю   . В ре зу ль та те мы пр ед ст ав им 

об ык но ве нн ую др об ь 
 

 
 в сл ед ую ще м ви де: 

 

 
    

 

   
 

     
 
  

.  

Эй ле р на зв ал др об ь, ст оя щу ю в пр ав ой ча ст и ра ве нс тв а не пр ер ыв но й. 

Пр иб ли зи те ль но в то же вр ем я в Ге рм ан ии по яв ил ся др уг ой те рм ин – це пн ая 

др об ь. Та к за эт им и др об ям и и со хр ан ил ис ь об а на зв ан ия. Вв ид у 

гр ом оз дк ос ти ра зв ёр ну то й за пи си це пн ой др об и пр им ен яю т ко мп ак тн ую 

за пи сь  

 

 
               

Оч ев ид но, чт о лю бо е ра ци он ал ьн ое чи сл о, и то ль ко он о за пи сы ва ет ся в 

ви де ко не чн ой це пн ой др об и. Ир ра ци он ал ьн ым чи сл ам со от ве тс тв ую т 

бе ск он еч ны е це пн ые др об и.  

Ес ли пр и по ст ро ен ии це пн ой др об и ос та но ви ть ся на зн ам ен ат ел е    , то 

по лу чи ть ся др об ь             , ко то ру ю на зы ва ют к- й по дх од ящ ей др об ью 

дл я ис ко мо й и об оз на ча ют 
  

  
. На йд ем ви д не ко то ры х по дх од ящ их др об ей:  
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Дл я ра ци он ал ьн ог о чи сл а 
 

 
 по сл ед ов ат ел ьн ос ть по дх од ящ их др об ей 

ко не чн а, и ее по сл ед ни й эл ем ен т 
  

  
 

 

 
  

Те ор ем а 4. Об ще е ре ше ни е в це лы х чи сл ах ур ав не ни я             

, гд е       – це лы е чи сл а, от ли чн ые от ну ля и             , мо жн о 

пр ед ст ав ит ь в ви де  

                                   

гд е   – пр ои зв ол ьн ое це ло е чи сл о, а      и      – чи сл ит ел ь и 

зн ам ен ат ел ь пр ед по сл ед не й по дх од ящ ей др об и ра зл ож ен ия чи сл а 
 

 
 в 

це пн ую др об ь [5, с. 63 ].  

До ка за те ль ст во. Пу ст ь 
 

 
              – ра зл ож ен ие чи сл а 

 

 
 в 

це пн ую др об ь, 
  

  
             – по дх од ящ ие др об и эт ог о ра зл ож ен ия. 

То гд а 
  

  
 

 

 
. По ус ло ви ю др об ь 

 

 
 – не со кр ат им ая и др об ь 

  

  
 та кж е 

не со кр ат им ая, по эт ом у             . По св ой ст ву по дх од ящ их др об ей 

                   , то ес ть                  . Ум но жи в об е 

ча ст и по сл ед не го ра ве нс тв а на      , по лу чи м ра ве нс тв о 

                                     . Эт о ра ве нс тв о оз на ча ет, чт о 

па ра чи се л                 и                яв ля ет ся це лы м 

ре ше ни ем ур ав не ни я (* ).  

Ит ак, дл я ре ше ни я ур ав не ни я            , гд е       – це лы е 

ко эф фи ци ен ты, сп ос об ом «ц еп но й др об и» ну жн о:  

1) пр ед ст ав ит ь др об ь в ви де ко не чн ой це пн ой др об и: 
 

 
 

            ;  

2) за пи са ть по дх од ящ ие др об и;  

3) на йт и ре ше ни е ур ав не ни я по фо рм ул ам. 
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С по со б ра сс еи ва ни я (р аз ме ль че ни я) 

 Вп ер вы е сп ос об ра сс еи ва ни я (р аз ме ль че ни я) пр им ен ил ин ди йс ки й 

ма те ма ти к Ар иа бх ат та в на ча ле VI ве ка. Да нн ый ме то д за кл юч ае тс я в 

св ед ен ии да нн ог о ур ав не ни я к по сл ед ов ат ел ьн ос ти др уг их ур ав не ни й с 

уб ыв аю щи ми по аб со лю тн ой ве ли чи не ко эф фи ци ен та ми пе ре д 

не из ве ст ны ми. В шк ол ьн ом ку рс е ма те ма ти ки да нн ый ме то д не 

ра сс ма тр ив ае тс я, но ег о та кж е мо жн о ра сс мо тр ет ь на ку рс е по вы бо ру дл я 

уч ащ их ся 10 – 11 кл ас со в.  

Ал го ри тм, ос но ва нн ый на по сл ед ов ат ел ьн ом ум ен ьш ен ии по мо ду лю 

ко эф фи ци ен то в ур ав не ни я (1 ) пр и не из ве ст ны х [3 9]:  

1. Вы бо р на им ен ьш ег о по мо ду лю ко эф фи ци ен та (п ус ть          ). 

2. Пр ов ед ен ие пр оц ед ур ы ум ен ьш ен ия ко эф фи ци ен то в. Эт о де ла ет ся с 

по мо щь ю де ле ни я с ос та тк ом.  

Пу ст ь            , гд е             , то гд а 

                                                     . Ле ва я ча ст ь 

по сл ед не го ур ав не ни я де ли тс я на  . Зн ач ит, до лж на де ли ть ся на   и пр ав ая 

ча ст ь:            , гд е      ,   – но ва я пе ре ме нн ая. 

3. По вт ор ен ие пр оц ед ур ы ум ен ьш ен ия ко эф фи ци ен то в. Но во е 

ур ав не ни е от ли ча ет ся от ст ар ог о то ль ко те м, чт о ег о ко эф фи ци ен ты по 

мо ду лю ме нь ше ко эф фи ци ен то в ст ар ог о. За ко не чн ое чи сл о ша го в до бь ем ся 

то го, чт о ко эф фи ци ен т пр и од но м из но вы х не из ве ст ны х бу де т ра ве н 1. 

4. Во зв ра т от но вы х пе ре ме нн ых к ис хо дн ым . Пр од ем он ст ри ру ем ег о 

на пр им ер е ре ше ни я сл ед ую ще го пр им ер а. 

 Пр им ер 2: На йт и дв а чи сл а, ес ли ра зн ос ть пр ои зв ед ен ий вт ор ог о на    

и пе рв ог о на    ра вн а  .  
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Ре ше ни е: Во зь ме м за   – пе рв ое чи сл о, за   – вт ор ое чи сл о, то гд а на м 

тр еб уе тс я ре ши ть ур ав не ни е:              . Пр ов ед ем де ле ни е с ос та тк ом: 

           и пе ре пи ше м ис хо дн ое ур ав не ни е в ви де  

                                 

                    

Ле ва я ча ст ь по сл ед не го ур ав не ни я кр ат на 23, по эт ом у до лж на бы ть 

кр ат на и пр ав ая ча ст ь:               ил и              , гд е       – но во е 

не из ве ст но е. По лу че нн ое но во е ур ав не ни е по ти пу то чн о та ко е же, ка к 

ис хо дн ое. Од на ко ко эф фи ци ен ты пр и не из ве ст ны х в не м ум ен ьш ил ис ь по 

мо ду лю (и зм ел ьч ил ис ь). По вт ор им пр оц ед ур у ум ен ьш ен ия ко эф фи ци ен то в 

ещ е ра з: 

                                

                   

              

 гд е      – но во е не из ве ст но е. 

 По вт ор им пр оц ед ур у ум ен ьш ен ия ко эф фи ци ен то в в по сл ед ни й ра з:  

                           

                 

                 

 Ос та ло сь вы ра зи ть   и   че ре з  . По ск ол ьк у           , то : 

1.                                                        

2.                                                  

          

3.                                                     

         . 

О тв ет:                   , гд е   – це ло е чи сл о. 

 Ал го ри тм Ев кл ид а 

С ущ ес тв уе т до во ль но пр ос то й пр ие м, по зв ол яю щи й на хо ди ть 

на иб ол ьш ий де ли те ль дв ух на ту ра ль ны х чи се л. Эт от пр ие м на зы ва ет ся 
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ал го ри тм ом Ев кл ид а Ев кл ид, ве ли ки й уч ен ый, жи вш ий ок ол о 20 00 ле т на за д, 

за ни ма лс я не то ль ко ге ом ет ри ей, ко то ра я но си т ег о им я. Чт об ы на йт и 

на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль дв ух чи се л:  

1) на до бо ль ше е из дв ух чи се л ра зд ел ит ь на ме нь ше е;  

2) по то м ме нь ше е из чи се л на ос та то к пр и пе рв ом де ле ни и;  

3) за те м ос та то к пр и пе рв ом де ле ни и на ос та то к пр и вт ор ом де ле ни и и 

ве ст и эт от пр оц ес с до те х по р, по ка не пр ои зо йд ет де ле ни е бе з ос та тк а. 

По сл ед ни й от ли чн ый от ну ля ос та то к и ес ть ис ко мы й НО Д дв ух да нн ых 

чи се л [1 8] . 

Р ас см от ри м пр им ер.  

Пр им ер 3. На йт и                  

Ре ше ни е:  

Ра зд ел им с ос та тк ом     на    . Мы по лу чи м:  

              

Да ле е ра зд ел им с ос та тк ом     на    , по лу чи м:  

              

Те пе рь ра зд ел им с ос та тк ом     на    , по лу чи м:  

             

Пр од ол жи м пр оц ес с де ле ни я, ра зд ел им с ос та тк ом     на   , по лу чи м: 

            

Далее,           

Сл ед ую щи й ша г – де ли м    на  , по лу ча ем, чт о  

           

т. е.    де ли тс я на   бе з ос та тк а. Зн ач ит, на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль 

чи се л    и   ра ве н  , сл ед ов ат ел ьн о, и на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль чи се л 

    и     ра ве н  , т. е. по сл ед не му от ли чн ом у от ну ля ос та тк у.  

Та ки м об ра зо м,                   .  

Пр ие м ра зы ск ан ия на иб ол ьш ег о об ще го де ли те ля, пр им ен ен ны й в эт ом 

пр им ер е, и пр ед ст ав ля ет со бо й ал го ри тм Ев кл ид а.  
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Ал го ри тм ре ше ни я не оп ре де ле нн ог о ур ав не ни я с по мо щь ю ал го ри тм а 

Ев кл ид а:  

1. На йт и на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль чи се л   и  : 

е сл и               и   не де ли тс я на   , то ур ав не ни е це лы х ре ше ни й не 

им ее т;  

ес ли               и    , то ур ав не ни е им ее т це лы е ре ше ни я.  

2. Ра зд ел ит ь по чл ен но ур ав не ни е             на  , по лу чи в пр и эт ом 

ур ав не ни е               , в ко то ро м         .  

3. На йт и це ло е ре ше ни е         ур ав не ни я              ,  пу те м 

пр ед ст ав ле ни я   ка к ли не йн ой ко мб ин ац ии чи се л   и  . 

4. Со ст ав ит ь об щу ю фо рм ул у це лы х ре ше ни й да нн ог о ур ав не ни я 

         

         

г де       – це ло е ре ше ни е ур ав не ни я            ,     лю бо е це ло е 

чи сл о [2 0] . 

М ет од ы ре ше ни я не оп ре де лё нн ых ур ав не ни й вы сш их ст еп ен ей 

 Ра сс мо тр им ме то ды, ко то ры е пр им ен яю тс я к ре ше ни ю ди оф ан то вы х 

ур ав не ни й вт ор ой и вы ше ст еп ен ей.  

1. Пр им ен ен ие ме то да ра зл ож ен ия на мн ож ит ел и пр и ре ше ни и 

ди оф ан то вы х ур ав не ни й.  

В ку рс е 7 кл ас са уч ащ ие ся зн ак ом ят ся с та ки ми пр ие ма ми ка к: 

вы не се ни е об ще го мн ож ит ел я за ск об ки, ис по ль зо ва ни е фо рм ул 

со кр ащ ен но го ум но же ни я, сп ос об гр уп пи ро вк и пр и из уч ен ии ме то да 

ра зл ож ен ия на мн ож ит ел и, ко гд а на чи на ют пр ох од ит ь те му «М но го чл ен ы».  

Пе ре бр ат ь вс е ва ри ан ты пр и ре ше ни и ур ав не ни я с дв ум я пе ре ме нн ым и 

не вс ег да ле гк о. В то м сл уч ае же, ес ли ур ав не ни е им ее т це ло чи сл ен ны е 

ре ше ни я, то пе ре бр ат ь их во вс е не во зм ож но, та к ка к та ки х ре ше ни й 

бе ск он еч но мн ог о. По эт ом у су ще ст ву ет ещ е од ин пр ие м – ме то д ра зл ож ен ия 

на мн ож ит ел и.  
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Пр им ер 4. Ре ши ть в це лы х чи сл ах ур ав не ни е           .  

Ре ше ни е: Пр ив ед ем да нн ое ур ав не ни е к сл ед ую ще му ви ду:       

 =7. Та к ка к 7=   =   =    7=     1), то на м ну жн о ра сс мо тр ет ь 4 

си ст ем ы ур ав не ни й:  

   
    

        
  

   
    

        
  

   
     

         
  

   
     

        
  

Из ка жд ой си ст ем ы по лу ча ем ре ше ни я:  

1)                       , т. е. па ра       ;  

2)                         , т. е. па ра         ; 

3 )                       
 
     , т. е. па ра         ; 

4 )                       
 
      , т. е. па ра          . 

О тв ет:                                   . 

М ет од ра зл ож ен ия на мн ож ит ел и мо же т ис по ль зо ва ть ся и пр и ре ше ни и 

ли не йн ог о ур ав не ни я с дв ум я не из ве ст ны ми.  

Пр им ер 5. Ре ши ть в це лы х чи сл ах ур ав не ни е           . 

Р еш ен ие: Пр ои зв ед ем ря д пр ео бр аз ов ан ий ис хо дн ог о ур ав не ни я:  

          

            

                

                

              

За пи ше м ур ав не ни е            в ви де                . Пр ои зв ед ен ие 

дв ух це лы х чи се л мо же т ра вн ят ьс я 1 то ль ко в то м сл уч ае, ко гд а об а он и 
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ра вн ы 1 ил и –1. То ес ть ис хо дн ое ур ав не ни е ра вн ос ил ьн о со во ку пн ос ти дв ух 

си ст ем  

 
 
      
      

 

 
       
       

 
  

Ре ше ни е пе рв ой си ст ем ы:            , т. е. па ра       . Ре ше ни е 

вт ор ой си ст ем ы:            , т. е. па ра       .  

От ве т:               . 

2. П ри ме не ни е ме то да оц ен ки пр и ре ше ни и ди оф ан то вы х 

ур ав не ни й.  

Ос но вн ой пр ин ци п да нн ог о ме то да – пр ео бр аз ов ан ия ур ав не ни я в 

це лы х чи сл ах в ур ав не ни е с оч ев ид но й оц ен ко й. В бо ль ши нс тв е сл уч ае в 

ур ав не ни е св од ит ся к не от ри ца те ль но му вы ра же ни ю. Да нн ый ме то д 

пр им ен яе тс я пр и ре ше ни и не ли не йн ых ди оф ан то вы х ур ав не ни й, по эт ом у 

из уч ат ь ег о лу чш е в 10 – 11 кл ас са х.  

Ра сс мо тр им да нн ый ме то д на пр им ер е: 

 Пр им ер 6. Ре ши ть в це лы х чи сл ах ур ав не ни е              

         . 

Р еш ен ие: Пр ео бр аз уе м ис хо дн ое ур ав не ни е: 

                              

 Ис по ль зу я фо рм ул ы со кр ащ ен но го ум но же ни я, по лу чи м: 

                     

 Та к ка к            и           , то ре ше ни е во зм ож но ли шь 

пр и            и           , чт о со от ве тс тв уе т си ст ем е ур ав не ни й: 

 
          

          
  

 Ре ше ни е пе рв ог о ур ав не ни я си ст ем ы       . Ре ше ни е вт ор ог о 

ур ав не ни я си ст ем ы      . От ве т:               .  

Пр им ер 7. Ре ши ть в це лы х чи сл ах ур ав не ни е                 .  
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Ре ше ни е: Ес ли па ра чи се л         яв ля ет ся ре ше ни ем да нн ог о 

ур ав не ни я, то и па ра           то же ре ше ни е.  

И та к ка к       и       не яв ля ют ся ре ше ни ем ур ав не ни я, то, ра зд ел ив 

об е ча ст и ур ав не ни я на   , по лу чи м:
            

  
   , ко то ро е ра вн ос ил ьн о 

сл ед ую ще му ур ав не ни ю    
 

 
    

 

 
   . 

П ус ть      ,      , то гд а, со гл ас но не ра ве нс тв у Ко ши,   
 

 
    

 

 
  , 

  
 

 
    

 

 
  . То гд а их пр ои зв ед ен ие    

 

 
    

 

 
       , 

зн ач ит,   
 

 
   и   

 

 
  .  

От сю да на хо ди м              – ре ше ни е, то гд а                 – то же 

ре ше ни е. От ве т:               . 

3)Р еш ен ие ди оф ан то ва ур ав не ни я с дв ум я не из ве ст ны ми ка к 

кв ад ра тн ог о от но си те ль но од но й из пе ре ме нн ых . 

П ри ре ше ни и ур ав не ни й ме то до м св ед ен ия к кв ад ра тн ом у ур ав не ни ю 

не об хо ди мо ра сс мо тр ет ь и оц ен ит ь ди ск ри ми на нт ы эт их ур ав не ни й.  

Пр им ер 8. Ре ши ть в на ту ра ль ны х чи сл ах кв ад ра тн ое ур ав не ни е 

                . 

Р еш ен ие: 1) Ре ши м кв ад ра тн ое ур ав не ни е от но си те ль но пе ре ме нн ой  :  

                     

                                 

     
                 

 
  

Та к ка к,   и          – це лы е чи сл а (  и   – на ту ра ль ны е по ус ло ви ю), 

то             – яв ля ет ся це лы м чи сл ом. Пу ст ь   

           ,          – це ло е чи сл о. То гд а              . 
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2 ) Ре ши м по лу че нн ое кв ад ра тн ое ур ав не ни е от но си те ль но пе ре ме нн ой 

m. Пе ре пи ше м ур ав не ни е в сл ед ую ще м ви де:                .  

                   . 

 По лу ча ем сл ед ую щи е зн ач ен ия ко рн ей:              ;     

         . Та к ка к    – на ту ра ль но е чи сл о (   – на ту ра ль но е по 

ус ло ви ю), то         – яв ля ет ся це лы м чи сл ом. 

 Пу ст ь           ,          – це ло е чи сл о. То гд а        

   ,, от ку да сл ед уе т, чт о                     . 

Р еш ая эт о ур ав не ни е в на ту ра ль ны х чи сл ах ме то до м ра зл ож ен ия на 

мн ож ит ел и, по лу чи м                            . От ве т:          . 

Т ак им об ра зо м, мо жн о сд ел ат ь вы во д, чт о су ще ст ву ют ра зл ич ны е 

ме то ды и сп ос об ы ре ше ни я ди оф ан то вы х ур ав не ни й, ко то ры е ус ло вн о мо жн о 

ра зд ел ит ь на дв е гр уп пы: 1) ме то ды ре ше ни я не оп ре де ле нн ых ур ав не ни й 

пе рв ой ст еп ен и с дв ум я пе ре ме нн ым и; 2) ме то ды ре ше ни я ур ав не ни й 

вы сш их ст еп ен ей в це лы х чи сл ах.  
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Выводы по I главе 

 

В первой главе: 

1) была проанализирована история неопределенных уравнений с целы-

ми коэффициентами; 

2) выделена необходимая теория для их изучения; 

3) изучены основные теоремы неопределённых уравнений с целыми 

коэффициентами; 

4) проанализированы их методы решений уравнений данного типа, а 

именно: 

a) метод подбора; 

b) метод спуска; 

c) метод разложения на множители; 

d) метод цепной дроби; 

e) способ рассеивания; 

f) использование алгоритма Евклида. 

Из проведённой работы можно сделать вывод, что задачи на целые 

числа всегда считались одними из наиболее сложных, предлагаемых уча-

щимся старших классов. Это объясняется отсутствием универсального мето-

да решения для таких уравнений. При решении диофантовых уравнений 

нужно уметь мыслить, охватывать задачу целиком и как говорят шахматисты 

«просчитывать на несколько шагов вперед».  

Большой упор при обучении решению диофантовых уравнений делает-

ся на знание понятия диофантовых уравнений, их видов, методов и способов 

решения, а главное на умения эти знания применять на практике. 
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ГЛАВА 2. М ет од ич ес ки й ас пе кт пр об ле мы из уч ен ия 

не оп ре де лё нн ых ур ав не ни й с це лы ми ко эф фи ци ен та ми 

 

2.1. Ре ше ни е за да ч в це лы х чи сл ах пр и по дг от ов ке к ол им пи ад ам и 

ЕГ Э по ма те ма ти ке 

 

 Од ни м из ча ст о вс тр еч аю щи хс я ви до в за да ни й на ол им пи ад ах 

ра зл ич но го ур ов ня яв ля ют ся ди оф ан то вы ур ав не ни я ил и за да чи, пр ив од ящ ие 

к ни м. Кр ом е то го, да нн ые ти пы ур ав не ни й ст ал и од ни м из ис то чн ик ов 

фо рм ир ов ан ия ба зы за да ч ЕГ Э по ма те ма ти ке, а та кж е за да ни й пр оф ил ьн ог о 

ур ов ня.  

Та к ка к ос но вн ым от ли чи ем та ки х за да ч яв ля ет ся их не ор ди на рн ый 

ха ра кт ер, то по ст ро ен ие ре ше ни я мо же т по тр еб ов ат ь не ст ан да рт ны х ме то до в. 

По эт ом у уч ен ик у дл я ус пе шн ой сд ач и ЕГ Э ил и ре ше ни я за да ни й 

ма те ма ти че ск их ол им пи ад ну жн о зн ат ь и те ор ию, и ме то ди ку ре ше ни я 

ди оф ан то вы х ур ав не ни й. Ра сс мо тр им пр им ен ен ие ди оф ан то вы х ур ав не ни й 

пр и ре ше ни и за да ни й ед ин ог о го су да рс тв ен но го эк за ме на пр ош лы х ле т.  

Пр им ер 9. Да на  с ис те ма дв ух ур ав не ни й 

 
          

          
  

а )  Им ее т ли си ст ем а ре ше ни е в на ту ра ль ны х чи сл ах пр и     ? 

б ) Ве рн о ли, чт о пр и      с ис те ма  н е им ее т ре ше ни е в на ту ра ль ны х 

чи сл ах ? 

в ) На йд и ка ко е- ни бу дь ре ше ни е в на ту ра ль ны х чи сл ах пр и     . 

а ) Пр ед по ло жи м, чт о на ша си ст ем а им ее т ре ше ни е в на ту ра ль ны х 

чи сл ах         . Мы мо же м зд ес ь пр ед по ло жи ть, чт о    и     вз аи мн о пр ос ты, 

та к ка к ес ли бы бы л об щи й де ли те ль   ,  м ы бы ра зд ел ил и об е ча ст и на ши х 

ур ав не ни й на    . 
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Итак, по кр ай не й ме ре од но из чи се л    и     яв ля ет ся не чё тн ым. Но 

не чё тн ым и не мо гу т бы ть об а чи сл а, та к ка к то гд а ле вы е ча ст и на ши х 

ур ав не ни й пр и де ле ни и на  4  д ав ал и бы в ос та тк е  3, чт о не со вм ес ти мо с те м, 

чт о он и яв ля ют ся кв ад ра та ми. Од на ко ес ли, на пр им ер ,    — чё тн ое чи сл о, 

то  y  н е мо же т бы ть не чё тн ым, та к ка к то гд а ле ва я ча ст ь пе рв ог о ур ав не ни я 

пр и де ле ни и на  4  д ав ал а бы в ос та тк е  2, чт о не со вм ес ти мо с те м, чт о он а 

яв ля ет ся кв ад ра то м. Та ки м об ра зо м, в лю бо м сл уч ае по лу ча ем пр от ив ор еч ие. 

б ) Ка к и в п. а бу де м сч ит ат ь, чт о    и     вз аи мн о пр ос ты. Им ее м си ст ем у 

 

 
          

          
  

С кл ад ыв ая по чл ен но на ши ур ав не ни я, по лу чи м                , 

от ку да сл ед уе т, чт о        д ел ит ся на  3. Та к ка к кв ад ра т це ло го чи сл а, не 

де ля ще го ся на  3, да ёт в ос та тк е  1, то чи сл а    и     не мо гу т бы ть об а не 

де ля щи ми ся на  3. Но та к ка к          де ли тс я на  3, то ес ли од но из 

чи се л   ,    д ел ит ся на  3, то и др уг ое де ли тс я на  3. 

Итак, об а чи сл а    и     де ля тс я на  3, и, сл ед ов ат ел ьн о, пр ав ая ча ст ь 

ра ве нс тв а                 д ел ит ся на  9. Но то гд а        д ел ит ся на  3, 

и, зн ач ит, об а чи сл а  x  и  y  де ля тс я на  3  в оп ре ки пр ед по ло же ни ю, чт о эт и 

чи сл а вз аи мн о пр ос ты. 

в ) Ре ше ни ем ур ав не ни й 

 
          

          
  

в це лы х чи сл ах мо гу т бы ть, на пр им ер, чи сл а                 

    . 

П ри ме р 10 . Су мм а дв ух на ту ра ль ны х чи се л ра вн а 43, а их на им ен ьш ее 

об ще е кр ат но е в 12 0 ра з бо ль ше их на иб ол ьш ег о об ще го де ли те ля. На йд ит е 

эт и чи сл а.  
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Ре ше ни е: Су мм а чи се л кр ат на их на иб ол ьш ем у об ще му де ли те лю, 

по эт ом у их на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль яв ля ет ся де ли те ле м чи сл а 43, 

от ку да сл ед уе т, чт о он ра ве н 1. То гд а на им ен ьш ее об ще е кр ат но е эт их чи се л 

ра вн о их пр ои зв ед ен ию. Об оз на чи в ис ко мы е чи сл а че ре з   и  , по лу ча ем 

си ст ем у  
       
      

 , ре ша я ко то ру ю, по лу ча ем        и      .  

От ве т: (4 0; 3).  

Пр им ер 11 . Ре ши те в на ту ра ль ны х чи сл ах ур ав не ни е 
 

 
 

 

 
 

 

  
, гд е 

   . 

Р еш ен ие: Та к ка к   и   на ту ра ль ны е чи сл а, то дл я ре ше ни я за да чи 

тр еб уе тс я ре ши ть в на ту ра ль ны х чи сл ах ур ав не ни е              , гд е 

   . 

П ри        ра ве нс тв о не ве рн о, по эт ом у из не го мо жн о вы ра зи ть 

не из ве ст ну ю  :  
   

    
    

   

    
.  

Те пе рь оч ев ид но, чт о   яв ля ет ся на ту ра ль ны м чи сл ом пр и        

ли шь в сл уч ая х:  

               

               

                

                

                

Но пр и эт ом ус ло ви е     бу де т вы по лн ен о ли шь в сл уч ая х: 

                   

                   

 От вет:                    . 

П ри ме р 12 . Ре ши ть в це лы х чи сл ах ур ав не ни е                   . 

Р еш ен ие:  

                                          , от ку да (т .к. 

              и   – це ло е)       и, сл ед ов ат ел ьн о      . 
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И ме ем:  

1) пр и      : 

                                                        

                . 

2)  пр и       : 

                                                       

               . 

3)  пр и       : 

                                        в це лы х чи сл ах 

ре ше ни й не т. 

4)  пр и       : 

                                        в це лы х чи сл ах 

ре ше ни й не т. 

5)  пр и      : 

                                                        

                 . 

6)  пр и        : 

                                                       

              . 

7)  пр и      : 

                                                      

                  . 

8)  пр и       : 

                                                     

              . 

 Со ст ав ля я па ры це ло чи сл ен ны х ре ше ни й, по лу чи м от ве т: 

                                                                  

                               . 
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П ри ме р 13 . Ср ед и уч ен ик ов на ча ль но й шк ол ы пр ов ел и оп ро с: кт о 

лю би т зи му, а кт о – ле то. Ок аз ал ос ь, чт о 90 % лю би те ле й зи мы лю би т и ле то, 

а 72 % лю би те ле й ле та лю бя т и зи му. За то 10 % вс ех оп ро ше нн ых не лю бя т ни 

зи мы, ни ле та. Ка ки м пр и эт их ус ло ви ях мо гл о бы ть на им ен ьш ее чи сл о 

оп ро ше нн ых ? 

Решение: Об оз на чи м че ре з   чи сл о шк ол ьн ик ов, ко то ры е лю бя т ле то, 

че ре з   – чи сл о шк ол ьн ик ов, ко то ры е лю бя т зи му, а че ре з   – чи сл о вс ех 

оп ро ше нн ых шк ол ьн ик ов. Со гл ас но ус ло ви ям за да чи им ее м сл ед ую щу ю 

си ст ем у ур ав не ни й:  

 
           
            

   
      

         
  

Кр ом е эт ог о, чи сл а      и       
 

  
  до лж ны бы ть це лы ми. Эт о 

оз на ча ет, чт о y де ли тс я бе з ос та тк а на   , а   – на   . На им ен ьш ие зн ач ен ия 

пе ре ме нн ых пр и эт их ус ло ви ях – эт о        и       . Пр и эт ом   

     

 
   . То ес ть бы ло оп ро ше но ми ни му м 30 шк ол ьн ик ов. От ве т: 30 

шк ол ьн ик ов. 

Р ас см от ри м пр им ер ы та ки х за да ни й, вз ят ых из ол им пи ад пр ош лы х ле т. 

 Пр им ер 14 . Ре ши те ур ав не ни е                       с дв ум я 

не из ве ст ны ми   и   в це лы х чи сл ах. 

Решение: Пр ео бр аз уе м ле ву ю ча ст ь ур ав не ни я к ви ду               

   . Та ки м об ра зо м, да нн ое ур ав не ни е бу де т ра вн ос ил ьн о 4 си ст ем ам, 

ко то ры е пр ив од ят к сл ед ую щи м па ра м це лы х ко рн ей 

                                   . 

О тв ет:                                    . 

П ри ме р 15. (М ос ко вс ки е ма те ма ти че ск ие ол им пи ад ы).  Ре ши ть в це лы х 

чи сл ах си ст ем у ур ав не ни й [1 7, с. 57 ]: 

 
         

            
  

 Ре шение: За пи ше м да нн ую си ст ем у в ви де 
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 то гд а по лу чи м                        ил и                    . 

Сл ед ов ат ел ьн о,   де ли те ль 6, т. е.                . На м по дх од ят ли шь 

зн ач ен ия              . Ес ли : 

      , то      ,      ; 

     , то            ; 

     , то             ; 

     , то             ; 

      , то               . 

О тв ет:                                                       . 

П ри ме р 16 . На йт и вс е па ры        на ту ра ль ны х чи се л   и  , 

уд ов ле тв ор яю щи х ра ве нс тв у                 [2 2, с. 43 ]. 

 Ре шение: Чи сл а      и     кр ат ны 3, по эт ом у и чи сл о     до лж но 

бы ть кр ат но 3. То ес ть        дл я не ко то ро го на ту ра ль но го  . То гд а 

                    . Об а сл аг ае мы х в пр ав ой ча ст и по лу че нн ог о 

ра ве нс тв а кр ат ны        , по эт ом у чи сл о     та кж е до лж но бы ть кр ат но 

  , то ес ть      . Зн ач ит,              де ли тс я на        . Ес ли      , то 

то гд а чи сл о         де ли ло сь бы на   , по эт ом у и чи сл о      до лж но 

де ли ть ся на   , чт о не ве рн о. 

 Сл ед овательно,      , т. е.      , и по эт ом у                 

            , ил и      . От ве т:       . 

П ри ме р 17. До ка за ть, чт о вс е ре ше ни я в це лы х чи сл ах ур ав не ни я 

                  ис че рп ыв аю тс я сл ед ую щи ми па ра ми чи се л      : 

                         . 

Р еш ен ие:  

Ис хо дн ое ур ав не ни е мо жн о пр ео бр аз ов ат ь к лю бо му из дв ух ви до в: 

ли бо 
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 ли бо 

    
 

 
   

 

    
   

 
  

 Сл ед овательно, ес ли  и   – ве ще ст ве нн ые чи сл а, уд ов ле тв ор яю щи е 

ис хо дн ом у ур ав не ни ю, то до лж ны вы по лн ят ьс я не ра ве нс тв а 

  
 

 
 
    

 
        

 

 
    

о тк уд а        
   

 
      .  

По ск ол ьк у на с ин те ре су ют ли шь це лы е   и  , то пр и че тн ом зн ач ен ии   

чи сл о   до лж но бы ть ра вн о  . В эт ом сл уч ае сл ед уе т, чт о      . Пр и 

не че тн ом зн ач ен ии   чи сл о   до лж но бы ть ра вн о  . В эт ом сл уч ае, по ск ол ьк у 

       
   

 
 
 
 

          

 
  мо же т пр ин им ат ь ли шь дв а зн ач ен ия:     и 

    . 

С ле до ва те ль но, вс е ре ше ни я ис хо дн ог о ур ав не ни я в це лы х чи сл ах 

ис че рп ыв аю тс я сл ед ую щи ми зн ач ен ия ми:                          , чт о и 

тр еб ов ал ос ь до ка за ть. 

П ри ме р 18 . (З ак лю чи те ль ны й ту р Ми нс ко й го ро дс ко й ма те ма ти че ск ой 

ол им пи ад ы шк ол ьн ик ов, 9 кл ас с) На йд ит е вс е па ры це лы х чи се л   и  , дл я 

ко то ры х              . 

Р еш ен ие. Чи сл а   и   до лж ны им ет ь од ну и ту же че тн ос ть. По ка же м, 

чт о ур ав не ни е              не мо же т им ет ь не че тн ых ре ше ни й на пр и 

ка ко м на ту ра ль но м n. Пр ед по ло жи м пр от ив но е, то ес ть, чт о чи сл а   и   – 

не че тн ые. Ра сс ма тр ив ае мо е ур ав не ни е пр ед ст ав им в ви де            

             . Та к ка к          – не че тн ое чи сл о и    не им ее т 

др уг их не че тн ых де ли те ле й, кр ом е   , то             . Вы де ля я 

по лн ые кв ад ра ты, по лу чи м, чт о     
 

 
  
 
  

 

 
        . От сю да,     
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               . По эт ом у, ли бо        и то гд а      , ли бо 

      и то гд а       . Од на ко , в об ои х сл уч ая х ра ве нс тв о              

не яв ля ет ся ве рн ым ни пр и ка ки х на ту ра ль ны х  . 

И так, об а   и   – че тн ые. Пу ст ь,        ,        . То гд а,          

      ра вн ос ил ьн о   
      

       . Со гл ас но до ка за нн ом у вы ше чи сл а    и    

– та кж е че тн ые. По эт ом у, по ла га я пу ст ь,         ,         , ан ал ог ич но 

по лу чи м   
      

       , и т. д. В ре зу ль та те по лу чи м, чт о           , 

          , гд е    
       

     . По сл ед не е ур ав не ни е им ее т дв а ре ше ни я: 

      и      . В ит ог е, им ее м          и        . 

П ри ме р 19 . До ка за ть, чт о ур ав не ни е  

             

не им ее т ре ше ни й в це лы х чи сл ах [1 7, с. 83 ]. 

 Ре шение. Ра сс мо тр им эт о ур ав не ни е по мо ду лю 9, то ес ть с то чн ос ть ю 

до сл аг ае мы х, кр ат ны х де вя ти. На по мн им, дв а це лы х чи сл а   и   на зы ва ют ся 

ср ав ни мы ми по мо ду лю  , ес ли ра зн ос ть     де ли тс я на  . По ск ол ьк у 

ка жд ое це ло е чи сл о x им ее т ви д   ,      ил и      , гд е   – це ло е, то 

             де ли тс я на 9, а                          да ет пр и 

де ле ни и на   в ос та тк е   ил и  . 

А на ло ги чно,     да ет пр и де ле ни и на   ос та то к   ил и  . Зн ач ит, пр ав ая 

ча ст ь ис хо дн ог о ур ав не ни я по мо ду лю   мо же т ра вн ят ьс я   ил и  , а ле ва я  , 

  ил и  , по эт ом у ис хо дн ое ур ав не ни е не им ее т ре ше ни й ни пр и ка ки х це лы х 

x и y, ч. т. д. 

 Са мы м тр уд ны м ме ст ом в та ко м ре ше ни и яв ля ет ся вы бо р мо ду ля, то 

ес ть то го чи сл а, ос та тк и от де ле ни я на ко то ро е ра сс ма тр ив аю тс я. То, чт о   и 

  ср ав ни мы по мо ду лю  , за пи сы ва ют сл ед ую щи м об ра зо м:         . Эт о 

оз на ча ет, чт о       де ли тс я на  , гд е                . Пр ав ил а оп ер ац ий 

на д ср ав не ни ям и мо жн о за пи са ть та к:  
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За ме ти м, чт о ес ли               и   вз аи мн о пр ос то с  , то    

        . 

С ут ь ме то да пе ре хо да к ур ав не ни ям по пр ос то му мо ду лю в 

сл ед ую ще м. Ра сс ма тр ив ае м ка ко е- ни бу дь ди оф ан то во ур ав не ни е. 

Пр ед по ло жи м, чт о он о им ее т ре ше ни я, и ра сс мо тр им вм ес то вх од ящ их в 

ре ше ни е чи се л их кл ас сы вы че то в по      , гд е   – пр ос то е чи сл о. 

По лу че нн ый на бо р бу де т яв ля ть ся ре ше ни ем пр ив ед ен но го ур ав не ни я – 

ур ав не ни я, по лу ча ющ ег ос я из да нн ог о за ме но й ка жд ог о ко эф фи ци ен та на ег о 

кл ас с вы че то в по      . По эт ом у не об хо ди мы м ус ло ви ем су ще ст во ва ни я 

ре ше ни я у ди оф ан то ва ур ав не ни я яв ля ет ся су ще ст во ва ни е ре ше ни я 

пр ив ед ен но го ур ав не ни я по       пр и вс ех  . Кл ас со м вы че то в    по мо ду лю 

  на зы ва ет ся вс е чи сл а, ср ав ни мы е с чи сл ом     по мо ду лю  ,         

            . 

В се мн ож ес тв о   це лы х чи се л ра сп ад ае тс я на   кл ас со в вы че то в по 

мо ду лю  . Мн ож ес тв о вс ех эт их кл ас со в об оз на ча ют че ре з         

                          . Мн ож ес тв о    ко не чн о, и ус та но ви ть, им ее т ли 

пр ив ед ен но е ур ав не ни е ре ше ни е, мо жн о пр ос ты м пе ре бо ро м. 

 Пр им ер 20 . (П ет ер бу рг ск ие ма те ма ти че ск ие ол им пи ад ы). На йт и 

це ло чи сл ен ны е ре ше ни я ур ав не ни я [2 2, с. 10 3]:  

                      

Ре ше ни е. Пр ив ед ем эт о ур ав не ни е по      : 

 
              
              

                  

  

И сх од но е ур ав не ни е пр им ет ви д по                  . Вы ра же ни е        

пр и        пр ин им ае т зн ач ен ия   и  . По эт ом у у ур ав не ни я            не т 

ре ше ни й, зн ач ит, не т ре ше ни й у ис хо дн ог о ур ав не ни я. Ха ра кт ер но й 

ос об ен но ст ью ра сс уж де ни й пр и ре ше ни и ур ав не ни й в це лы х чи сл ах яв ля ет ся 

сл ед ую щи й по дх од: во зм ож ны е зн ач ен ия ре ше ни я, за ис кл юч ен ие м 
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ко не чн ог о чи сл а, от бр ас ыв аю тс я пр и по мо щи ка ко го -т о за кл юч ен ия, а 

ос та вш ие ся пр ов ер яю тс я пе ре бо ро м. 

 Ка к мы ви ди м, до во ль но ча ст о на шк ол ьн ых ол им пи ад ах и в за да ни ях 

ЕГ Э по ма те ма ти ке мо жн о вс тр ет ит ь за да ни я, св од ящ ие ся к ре ше ни ю 

ур ав не ни й в це лы х ил и на ту ра ль ны х чи сл ах. Эт о об ус ла вл ив ае т 

не об хо ди мо ст ь бо ле е уг лу бл ен но го из уч ен ия да нн ой те мы. 

Д ля из уч ен ия да нн ог о ра зд ел а тр еб уе тс я бо ль шо е ко ли че ст во вр ем ен и. 

Мн ою бы л ра зр аб от ан эл ек ти вн ый ку рс по из уч ен ию не оп ре де ле нн ых 

ур ав не ни й и ме то до в их ре ше ни я. Да нн ая пр ог ра мм а мо же т бы ть 

ис по ль зо ва на в ор га ни за ци и фа ку ль та ти вн ых за ня ти й дл я уч ащ их ся 8 – 11 

кл ас со в.  

 

2.2. Факультативный курс «Решение неопределённых уравнений с 

целыми коэффициентами» 

 

Как было сказано в первой главе данной работы, есть множество спо-

собов и методов решения неопределенных уравнений типа. Но большинство 

из них не входят в школьную программу. Несмотря на это, существует по-

требность в их изучении, так как диофантовы уравнения встречаются в вари-

антах единого государственного экзамена и различных математических 

олимпиад. 

Цель разработанного факультативного курса – подробное изучение и 

усвоение у школьников знаний о типах неопределенных уравнений и спосо-

бах их решения с целью подготовки учащихся к ЕГЭ и олимпиадам различ-

ного уровня. 

Задачи курса: 

1) проанализировать историю развития неопределенных уравнений; 

2) сформировать систему знаний о видах и способах решения неопре-

деленных уравнений; 
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3) активизировать поисково-познавательную деятельность школьников 

в работе с неопределенными уравнениями. 

В данном курсе уделяется внимание вопросам, связанным с проблемой 

решения диофантовых уравнений различных степеней в целых числах. Для 

организации учебного процесса необходимо наличие у школьников базового 

уровня ЗУН работы с алгебраическими выражениями. Стоит акцентировать 

внимание на повторение правил делимости во множестве целых чисел.  

Знание и навыки, формулирующиеся у школьников при изучении дан-

ного курса, способствуют расширению кругозора школьников, активизируют 

их познавательную деятельность, формулируют различный личностные каче-

ства, такие как: самостоятельность, целеустремленность, любопытство и т.д. 

Данный курс составлен для учащихся 8 – 11 классов и состоит на двух 

частей. 

Первая часть рассчитана на школьников, обучающихся в 8 – 9 классах, 

а вторая – 10 – 11 классов. 

Для первой группы учащихся занятия проводятся 1 раз в 2 нед., про-

должительность: 1 ч. 

Для второй группы – 1 раз в нед., продолжительность: 1 ч. 

Цель изучения данного факультативного курса: углубленное изучение 

и систематизация знаний по теме «решение неопределенных уравнений». 

Задачи изучения данного курса:  

Образовательные:  

 ознакомление школьников с понятием неопределенного уравнения и с 

историей его развития; 

 усвоение школьниками навыков решения данных уравнения различ-

ными способами; 

 научить учащихся работать с текстовыми задачами, условие которых 

носит бытовой характер, решение которых связано с неопределенными урав-

нениями и их системами. 

Воспитательные: воспитание: 
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 познавательного интереса к математике; 

 информационной культуры учащихся 

 в учащихся различных личностных качеств, таких как: самостоя-

тельность, целеустремленность и т.д. 

Развивающие: развитие: 

 интереса учащихся к нестандартным заданиям, требующих работу со 

сложными алгебраическими выражениями; 

 аналитического и логического мышления; 

 навыков работы в команде, самоконтроля, критического мышления. 

Ведущие формы организации образовательного процесса — занятия: 

1) лекционные; 

2) практические; 

3) семинарские. 

Методы обучения — 

1) лекция; 

2) доклад; 

3) урок-игра; 

4) беседа; 

5) метод упражнений. 

Формы обучения имеют как фронтальный, так и групповой, и индиви-

дуальный характер. 

Содержание курса (таблица 1) 
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Таблица 1 – Тематическое планирование занятий факультативного курса 
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Уроки, в основном, имеют практическую направленность.  

Необ одимые программные ресурсы 

Программы Microsoft: Word, Power Point; ноутбук; проектор, электрон-

ные носители информации.  

  Дидактические средства обучения 

 Визуальные дидактические средства: 

1) печатные: учебники, карточки с заданиями, сборники задач и т.д.; 

2) визуальные: презентации, таблицы, иллюстрации, схемы и т.д. 

 Технические визуальные средства: 

1) проектор, носители информации и т.д. 

 Универсальные дидактические средства: 

1) ноутбук. 

Методические особенности организации учебно – познавательной 

деятельности 

1) объяснение нового; 

2) лекции; 

3) беседа; 

4) работа с печатными и электронными источниками. 

Особенности организации взаимодействия на урока   

1) индивидуальные; 

2) групповые.  

Данная программа предоставляет возможность педагогу попробно объ-

яснить и разобрать с учащимися способы решения неопределенных уравне-

ний. Полученные знания и умения помогут школьникам при решении вари-

антов ЕГЭ и мат. олимпиад. 

 

2.3. К он сп ек ты за ня ти й факультативного  ку рс а 

К он сп ек т № 1. «Р еш ен ие ди оф ан то вы х ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем 

ал го ри тм а Ев кл ид а» 
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 Пл ан за ня ти я: 

1. Пр им ен ен ие ал го ри тм а Ев кл ид а дл я на хо жд ен ия на иб ол ьш ег о 

об ще го де ли те ля дв ух чи се л (п ов то ре ни е). 

2. В ыв од фо рм ул дл я ре ше ни я ди оф ан то вы х ур ав не ни й с 

ис по ль зо ва ни ем ал го ри тм а Ев кл ид а. 

3. Пр им ер ы ре ше ни я ди оф ан то вы х ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем 

ал го ри тм а Ев кл ид а. 

4. По ст ан ов ка до ма шн ег о за да ни я. 

 Об ор уд ов ан ие : ко нс пе кт – за го то вк а ле кц ии на до ск е и 

ин ди ви ду ал ьн ые за го то вк и дл я ка жд ог о уч ен ик а 

Х од за ня ти я 

1. П ри ме не ни е ал го ри тм а Ев кл ид а дл я на  о жд ен ия на иб ол ьш ег о 

об ще го де ли те ля дв у  чи се л (п ов то ре ни е) 

 Су ще ст ву ет до во ль но пр ос то й пр ие м, по зв ол яю щи й на хо ди ть 

на иб ол ьш ий де ли те ль дв ух на ту ра ль ны х чи се л. Эт от пр ие м на зы ва ет ся 

ал го ри тм ом Ев кл ид а. Вы с ни м по зн ак ом ил ис ь ещ е пр и из уч ен ии ку рс а 

ма те ма ти ки в 5 – 6 кл ас са х. Ев кл ид, ве ли ки й уч ен ый, жи вш ий ок ол о 20 00 ле т 

на за д, за ни ма лс я не то ль ко ге ом ет ри ей, ко то ра я но си т ег о им я. Ем у 

пр ин ад ле жи т ре ше ни е ря да ва жн ых за да ч ар иф ме ти ки и, в ча ст но ст и, то т 

сп ос об на хо жд ен ия на иб ол ьш ег о об ще го де ли те ля, ко то ры й мы се го дн я 

бу де м ис по ль зо ва ть пр и из уч ен ии но во го ма те ри ал а. А се йч ас по вт ор им су ть 

ал го ри тм а Ев кл ид а. 

 Чт об ы на йт и на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль дв ух чи се л: 

 1) на до бо ль ше е из дв ух чи се л ра зд ел ит ь на ме нь ше е; 

 2) по то м ме нь ше е из чи се л на ос та то к пр и пе рв ом де ле ни и; 

 3) за те м ос та то к пр и пе рв ом де ле ни и на ос та то к пр и вт ор ом де ле ни и и 

ве ст и эт от пр оц ес с до те х по р, по ка не пр ои зо йд ет де ле ни е бе з ос та тк а. 

 По сл ед ни й от ли чн ый от ну ля ос та то к и ес ть ис ко мы й НО Д дв ух 

да нн ых чи се л.  
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2. Пр еж де че м ра сс мо тр ет ь ре ше ни е ли не йн ог о ур ав не ни я с дв ум я 

не из ве ст ны ми:             с ис по ль зо ва ни ем ал го ри тм а Ев кл ид а, до ка же м 

ут ве рж де ни е о то м, чт о на иб ол ьш ий об щи й де ли те ль дв ух чи се л ес ть 

по сл ед ни й от ли чн ый от ну ля ос та то к в це по чк е ук аз ан ны х в пр им ер е 

де йс тв ий. 

Ч то бы до ка за ть ут ве рж де ни е о на иб ол ьш ем об ще м де ли те ле, 

пр ед ст ав им оп ис ан ны й пр оц ес с в ви де сл ед ую ще й це по чк и ра ве нс тв: ес ли 

   , то 

               

               

             

            

 Зд ес ь           - по ло жи те ль ны е ос та тк и, уб ыв аю щи е с во зр ас та ни ем 

но ме ра. От су тс тв ие ос та тк а в по сл ед не м ра ве нс тв е сл ед уе т из то го, чт о 

на ту ра ль ны е чи сл а r n не мо гу т уб ыв ат ь бе ск он еч но, по эт ом у на не ко то ро м 

ша ге ос та то к ст ан ет ну ле вы м. 

 Вы ра зи в ос та то к    че ре з   и  , по лу чи м              . По дс та вл яя 

ег о во вт ор ое ра ве нс тв о, на йд ём                       . Пр од ол жа я эт от 

пр оц ес с да ль ше, мы см ож ем вы ра зи ть вс е ос та тк и че ре з   и  , в то м чи сл е и 

по сл ед ни й:             . В ре зу ль та те на ми до ка за но , чт о на йд ут ся та ки е 

це лы е чи сл а   и  , чт о            . За ме ти м, чт о ко эф фи ци ен ты   и   

им ею т ра зн ые зн ак и; ес ли              , то            . 

К ак на йт и чи сл а A и B, ви дн о из ал го ри тм а Ев кл ид а. 

 Пе ре йд ем те пе рь к ре ше ни ю ли не йн ог о ур ав не ни я с дв ум я 

не из ве ст ны ми:            . 

В оз мо жн ы дв а сл уч ая: ли бо чи сл о c де ли тс я на             , ли бо 

не т. 
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 В пе рв ом сл уч ае мо жн о ра зд ел ит ь об е ча ст и ур ав не ни я на   и св ес ти 

за да чу к ре ше ни ю в це лы х чи сл ах ур ав не ни я               , 

ко эф фи ци ен ты ко то ро го     
 

 
 и     

 

 
 вз аи мн о пр ос ты. 

В о вт ор ом сл уч ае ур ав не ни е не им ее т це ло чи сл ен ны х ре ше ни й: пр и 

лю бы х це лы х   и   чи сл о         де ли ть ся на   и по эт ом у не мо же т 

ра вн ят ьс я чи сл у  , ко то ро е на   не де ли тс я. 

Итак, мы мо же м ог ра ни чи ть ся сл уч ае м, ко гд а в ур ав не ни и 

ко эф фи ци ен ты   и   вз аи мн о пр ос ты. На ос но ва ни и пр ед ыд ущ ег о 

пр ед ло же ни я на йд ут ся та ки е це лы е чи сл а    и   , чт о              , 

от ку да па ра           уд ов ле тв ор яе т ур ав не ни ю. Вм ес те с не й ур ав не ни ю 

уд ов ле тв ор яе т бе ск он еч но е мн ож ес тв о па р       це лы х чи се л, ко то ры е 

мо жн о на йт и по фо рм ул ам                          . Зд ес ь   – лю бо е 

це ло е чи сл о. Не тр уд но по ка за ть, чт о др уг их це ло чи сл ен ны х ре ше ни й 

ур ав не ни е             не им ее т. Ре ше ни е, за пи са нн ое в по сл ед не м ви де, 

на зы ва ет ся об щи м ре ше ни ем ур ав не ни я            . По дс та ви в вм ес то   

ко нк ре тн ое це ло е чи сл о, по лу чи м ег о ча ст но е ре ше ни е. 

2.Пр им ер ы ре ше ни я ди оф ан то вы   ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем 

ал го ри тм а Ев кл ид а 

П ри ме р 21. Ре ши те ур ав не ни е                    [1 9, с. 30 –3 1].  

Ре ше ни е.                                . Эт о ди оф ан то во 

ур ав не ни е,               .  

Да нн ое ур ав не ни е ра зр еш им о в це лы х чи сл ах. На йд ем ча ст но е ре ше ни е 

        с по мо щь ю ал го ри тм а Ев кл ида: 
 

  
    

                  

                 

На йд ем ли не йн ое пр ед ст ав ле ни е НО Да: 
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Ответ:                               . 

П ри ме р 22. Ст ои мо ст ь то ва ра 23 ру бл я. По ку па те ль им ее т то ль ко 

дв ух ру бл ев ые, а ка сс ир пя ти ру бл ев ые мо не ты. Мо жн о ли ос ущ ес тв ит ь 

по ку пк у бе з пр ед ва ри те ль но го ра зм ен а де не г? 

 Решение. Пу ст ь   – ко ли че ст во дв ух ру бл ев ых мо не т,   – ко ли че ст во 

пя ти ру бл ев ых мо не т. Со ст ав им ур ав не ни е             . За ме ти м, чт о 

           . Эт о ди оф ан то во ур ав не ни е,              , сл ед ов ат ел ьн о, 

да нн ое ур ав не ни е ра зр еш им о в це лы х чи сл ах. На йд ем ча ст но е ре ше ни е (x 0, 

y0 ) с по мо щь ю ал го ри тм а Ев кл ид а: 
 

 
    

                   

                    

                        

                          

                   
             
             

      . 

О тв ет:                          . 

П ри ме р 23. Ре ши ть ур ав не ни е              . 

Р еш ен ие.                           сл ед ов ат ел ьн о, эт о ди оф ан то во 

ур ав не ни е,             . Да нн ое ур ав не ни е ра зр еш им о в це лы х чи сл ах.  

На йд ем вы ра же ни е чи сл а   че ре з   и  ,               , но мы 

бу де м ра сс ма тр ив ат ь    , та к ка к      . 
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Сл ед ов ат ел ьн о,                    

 
              
              

      

От ве т:                            . 

4 . В до ма шн ее за да ни е дл я уч ащ их ся не об хо ди мо вк лю чи ть по дг от ов ку 

по те ор ет ич ес ко му ма те ри ал у и пр ак ти че ск ие за да ни я. 

 Уч ащ ие ся до лж ны от ве ти ть на сл ед ую щи е во пр ос ы. 

1.  В че м су ть ал го ри тм а Ев кл ид а? 

2.  По ка ки м фо рм ул ам на хо ди тс я об ще е ре ше ни е ди оф ан то ва 

ур ав не ни я пе рв ой ст еп ен и с дв ум я пе ре ме нн ым и с ис по ль зо ва ни ем 

ал го ри тм а Ев кл ид а? Ук аж ит е, чт о об оз на ча ют бу кв ы, вх од ящ ие в эт и 

фо рм ул ы. 

 Пр и вы по лн ен ии до ма шн ег о за да ни я ис по ль зу ет ся оп ор ны й ко нс пе кт 

ле кц ии, в ко то ро м вы де ле ны ос но вн ые во пр осы, ра сс мо тр ен ны е на за ня ти и. 

В ка че ст ве пр ак ти че ск их за да ни й мо жн о пр ед ло жи ть дл я ре ше ни я за да ни я: 

 За да ча №1. Шк ол а по лу чи ла 1 мл н. ру б. на пр ио бр ет ен ие 10 0 ед ин иц 

уч еб но го об ор уд ов ан ия (н а вс ю су мм у бе з сд ач и). Ад ми ни ст ра ци и шк ол ы 

пр ед ло жи ли, об ор уд ов ан ие ст ои мо ст ью 30 00, 80 00 и 12 00 0 ру б. за ед ин иц у. 

Ск ол ьк им и сп ос об ам и шк ол а мо же т за ку пи ть эт о об ор уд ов ан ие. Ук аж ит е 

од ин из сп ос об ов. 

З ад ач а №2. Тр ан сп ор тн ые ор га ни за ци и им ею т в на ли чи е ма ши ны 

вм ес ти мо ст ью 3, 5 т и 4, 5 т. Сл ед уе т пе ре ве зт и гр уз ве со м 53 т. Ск ол ьк о 

ма ши н ну жн о вз ят ь дл я од но го ре йс а? 

 За да ча № 3. Ре ши ть ди оф ан то во ур ав не ни е 3x − 2y + 11 = 0. 

 

 Ко нс пе кт № 2. «Р еш ен ие ди оф ан то вы х ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем 

це пн ой др об и» 
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Пл ан за ня ти я: 

1. По ня ти е це пн ой др об и. Пр ед ст ав ле ни е ра ци он ал ьн ых чи се л в ви де 

це пн ой др об и. 

2. Фо рм ул ы дл я ре ше ни я ди оф ан то вы х ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем 

це пн ой др об и. 

3. Пр им ер ы ре ше ни я ди оф ан то вы х ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем 

це пн ой др об и. 

4. Фо рм ул ир ов ка до ма шн ег о за да ни я. 

 Об ор уд ов ан ие : ко нс пе кт – за го то вк а ле кц ии на до ск е и 

ин ди ви ду ал ьн ые за го то вк и дл я ка жд ог о уч ен ик а. 

 Ос но вн ая це ль за ня ти я - ов ла де ни е уч ащ им ис я сп ос об ом ре ше ни я 

ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем це пн ой др об и. Не об хо ди мо пр ов ес ти пр ов ер ку 

ус во ен ия те ор ет ич ес ко го ма те ри ал а: ос но вн ых по ня ти й, ал го ри тм а ре ше ни й 

не оп ре де лё нн ых ур ав не ни й. Це ле со об ра зн о, чт об ы фо рм ул ы дл я ре ше ни я 

ур ав не ни я бы ли «п ер ед гл аз ам и уч ащ их ся » в пр оц ес се пр ов ед ен ия за ня ти я. 

Мо жн о за пи са ть их на до ск е, а та кж е ис по ль зо ва ть за по лн ен ны е ко нс пе кт ы – 

за го то вк и пр ед ыд ущ ей ле кц ии. В ка че ст ве пр им ер ов ре ше ни я ди оф ан то вы х 

ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем це пн ой др об и мо жн о вз ят ь уж е ра не е ре ше нн ые 

за да чи и вы по лн ит ь их ре ше ни е но вы м сп ос об ом. 

Х од за ня ти я. 

1. По ня ти е це пн ой др об и. Пр ед ст ав ле ни е ра ци он ал ьн ы  чи се л в 

в ид е це пн ой др об и. 

 Об ра ти мс я вн ов ь к ал го ри тм у Ев кл ид а. Др об ь 
 

 
 мо жн о за пи са ть в ви де 

су мм ы це ло й ча ст и и пр ав ил ьн ой др об и: 
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Значит, 

 

 
    

 

   
 
  
  

  

П ро до лж им эт от пр оц ес с до те х по р, по ка не пр ид ём к зн ам ен ат ел ю   . 

В ре зу ль та те мы пр ед ст ав им об ык но ве нн ую др об ь a/ b в сл ед ую ще м 

ви де: 

 

 
    

 

   
 

     
 
  

  

П ол уч ив ша яс я др об ь на зы ва ет ся не пр ер ыв но й ил и це пн ой. Вв ид у 

К ом па кт на я за пи сь це пн ой др об и: 

 

 
                     

2. Ме то д по ст ро ен ия по д  од ящ и  др об ей к да нн ой це пн ой др об и 

П ус ть да на др об ь 
 

 
                ,                      ,      . 

1 )          
  

  
 – по дх од ящ ая др об ь ну ле во го по ря дк а, 

сл ед ов ат ел ьн о,               . 

2 )          
 

  
  

  

  
                          

       

k)      
  

  
   

           

           
                                 

     . 

Та бл иц а 2 – Ра сч ет  по дх од ящ их др об ей 

                

                     

                                                       

                            · · ·               

П ри ме не ни е це пн ы  др об ей к ре ше ни ю ди оф ан то вы   ур ав не ни й 
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Р ас см от ри м ур ав не ни е              гд е             и          . 

Сл ед ов ат ел ьн о су ще ст ву ют та ки е це лы е зн ач ен ия      яв ля ющ ие ся 

ре ше ни ям и да нн ог о ди оф ан то ва ур ав не ни я. 
 

 
                   

 

 
  

  

  
 , 

то гд а по св ой ст ву по дх од ящ их др об ей сп ра ве дл ив о: 
  

  
  

    

    
  

       

      
; 

 

 
              

       

     
, и                       . 

Д ом но жи м об е ча ст и ра ве нс тв а на   ил и     :  

                              

За те м до мн ож им на         , по лу чи м: 

                                         

 Пр ои лл юс тр ир уе м пр им ен ен ие це пн ых др об ей в ре ше ни и ди оф ан то вы х 

ур ав не ни й. Ра сс мо тр им пр им ер ы. 

3. Ре ши ть ур ав не ни е в це лы х чи сл ах 12 7x − 52 y + 1 = 0. 

 Ре ше ние. Пр ео бр аз уе м от но ше ни е ко эф фи ци ен то в пр и не из ве ст ны х. 

Пр еж де вс ег о, вы де ли м це лу ю ча ст ь не пр ав ил ьн ой др об и 
   

  
. Им ее м 

   

  
    

 
  
  

  

П ро де ла ем та ки е же пр ео бр аз ов ан ия с по лу че нн ой в зн ам ен ат ел е 

не пр ав ил ьн ой др об ью 
  

  
: 

  

  
   

 

  
   

 
  
 
  

Т еп ер ь ис хо дн ая др об ь пр им ет ви д 

   

  
   

 

  

 
  
 

   

П ов то ри м те же ра сс уж де ни я дл я др об и 
  

 
. То гд а 
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в ыд ел яя це лу ю ча ст ь не пр ав ил ьн ой др об и 
 

 
   

 

 
 пр ид ем к 

ок он ча те ль но му ре зу ль та ту: 

   

  
   

 

  
 

  
 

  
 
 

  

М ы по лу чи ли вы ра же ни е, ко то ро е на зы ва ет ся ко не чн ой це пн ой ил и 

не пр ер ыв но й др об ью. От бр ос ив по сл ед не е зв ен о эт ой це пн ой др об и – од ну 

пя ту ю, пр ев ра ти м по лу ча ющ ую ся пр и эт ом но ву ю це пн ую др об ь в пр ос ту ю и 

вы чт ем ее из ис хо дн ой др об и 
   

  
: 

  
 

  
 

  
 
 

    
 

  
 
 
 
     

 

 
 
  

 
  

   

  
 
  

 
 
         

    
   

 

    
  

П ри ве де м по лу че нн ое вы ра же ни е к об ще му зн ам ен ат ел ю и от бр ос им 

ег о, то гд а по лу чи м                  . Из со по ст ав ле ни я по лу че нн ог о 

ра ве нс тв а с ур ав не ни ем                    сл ед уе т, чт о      ,        

– ре ше ни е эт ог о ур ав не ни я, и со гл ас но те ор ем е вс е ег о ре ше ни я бу ду т 

со де рж ат ьс я в пр ог ре сс ия х                               

             . От ве т:                           . 

З ад ач а №1 1. Ре ши ть ур ав не ни е              . 

Р еш ен ие.               и             – им ее м ди оф ан то во 

ур ав не ни е и он о ра зр еш им о в це лы х чи сл ах (таблица 3). 
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Та бл иц а 3 – Ра сч ет  по дх од ящ их др об ей 

   0 1  2 3  4 5 

    1 1  1 3  1 2 

    2 3  5 1 8 2 3 6 4 

   1  1 2  7 9  25 

  

  
  

  

 
  

     

    
  

                      

                                          по эт ом у 

                               

Ответ:                          . 

З ад ач а 12 . Ре ши ть ур ав не ни е                . 

Р еш ен ие.                 и               – им ее м ди оф ан то во 

ур ав не ни е и он о ра зр еш им о в це лы х чи сл ах (таблица 4). 

 

 
 

   

   
  

   

   
                        

Та бл иц а 4 – Ра сч ет  по дх од ящ их др об ей 

   0 1  2 3  4 5  6 7  8 

   1  1 1  2 3  1 4  1 2 

    1 2  3 8  27  35  16 7 2 02  57 1 

   1  1 2  5 1 7 2 2 1 05  12 7 3 59 

   

   
  

   

   
                    

                                                            

                                                по эт ом у 

 
                
                

      

Ответ:                                . 
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4. В до ма шн ее за да ни е об яз ат ел ьн о вк лю чи ть по вт ор ен ие сп ос об ов 

ре ше ни я ди оф ан то вы х ур ав не ни й с ис по ль зо ва ни ем ал го ри тм а Ев кл ид а и 

це пн ой др об и, а та кж е ря д за да ч, ко то ры е ну жн о ре ши ть эт им и сп ос об ам и: 

 1) 29 x + 37 y = 2; 2) 21 21 x − 15 00 y = 21; 3) 38 x + 11 7y = 20 9 и т.д. 
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  Выводы по II главе 

 

Во второй главе данной работы: 

1) была проанализирована роль диофантовых уравнений в области 

олимпиадных задач и ЕГЭ; 

2) разработан  факультативный курс «Решение неопределённых урав-

нений с целыми коэффициентами»; 

3) приведены  примеры конспектов двух занятий данного курса по те-

мам: решение диофантовых уравнений с использованием алгоритма Евклида 

и решение диофантовых уравнений с использованием цепной дроби. 

В базовом школьном курсе при изучении линейного уравнения с двумя 

переменными рассматриваются только самые общие вопросы: определение 

линейного уравнения с двумя переменными, определение решения данного 

уравнения, равносильность уравнений с двумя переменными, график линей-

ного уравнения. Вопрос о нахождении целых (натуральных) решений линей-

ного уравнения с двумя переменными, о возможных методах его решения ос-

тается за рамками школьного учебника. Однако многие практические задачи 

сводятся к решению линейного уравнения с двумя переменными, эти задачи 

часто встречаются в вариантах математических олимпиад, конкурсах по ре-

шению задач. 

Посещение занятий этих курсов поможет ученику оценить свой потен-

циал с точки зрения образовательной перспективы, познакомить его со спе-

цификой видов деятельности, которые будут для него ведущими, если он вы-

берет тот или иной профиль, обеспечить расширение и/или углубление како-

го-либо базового курса.  
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Заключение  

 

При выполнении вариантов ЕГЭ (профильный уровень) и олимпиад-

ных заданий, учащиеся часто сталкиваются с проблемой решения диофанто-

вых уравнений. Указанная проблема возникает в связи с тем, что вопросы, 

связанные с изучением понятия и решения таких уравнений в большей сте-

пени остаются за рамками школьных учебников. 

Это обуславливает необходимость в ознакомлении школьников с поня-

тием диофантова уравнения, изучении методов и способов решения неопре-

деленных уравнений с целыми коэффициентами. Выполнение данных задач 

не только поможет школьникам успешно сдать единый государственный эк-

замен, но и повысит уровень их познавательного интереса к предмету мате-

матика, поспособствует развитию логического и аналитического мышления 

учащихся. 

В данной работе достигнуты следующие результаты: 

1) изучена теория неопределенных уравнений с целыми коэффициен-

тами; 

2) проанализированы методы решений неопределённых уравнений с 

целыми коэффициентами; 

3) разобраны задачи в целых числах при подготовке к олимпиадам и 

ЕГЭ по математике. 

4) разработан факультативный курс «Решение неопределённых уравне-

ний с целыми коэффициентами». 

5) составлены конспекты двух занятий разработанного факультативно-

го курса. 

Задачи исследования решены, цель достигнута. Данная выпускная ква-

лификационная работа может быть использована учителями и студентами 

педагогических вузов как методическое пособие по изучению неопределен-

ных уравнений с целыми коэффициентами на факультативных занятиях в 

школе.  



61 
 

Список литературы 

 

1) Абакумова С. И. Диофантовы уравнения // Фундаментальные и при-

кладные исследования в современном мире. 2014. №6. С. 133–137. 

2) Башмакова И. Г. Диофант и диофантовы уравнения : учеб. пособие. 

М. : Наука, 1972. 68 с. 

3) Берлов С. Л. Петербургские математические олимпиады : сборник 

задач. М. : Лань, 2003. 532 с. 

4) Бокарев Н. Л. Некоторые классические диофантовы уравнения бака-

лавриатов // Научно-методический электронный журнал концепт. 2014. № 26. 

С. 56–60. 

5) Брюно А.1Д. От диофантовых приближений до диофантовых урав-

нений // Чебышевский сборник. 2016. №3. С. 38–52. 

6) Бухштаб А. А. Теория чисел : учебник для пед. вузов. М. : Лань, 

2008. 384 с. 

7) Васильев Н. Б. Задачи Всесоюзных математических олимпиад : учеб. 

пособие для бакалавр. М. : Наука, 1998. 288 с. 

8) Виленкин Н. Я. За страницами учебника математики : учеб. пособие 

для учащихся средней школы. М. : Просвещение, 1996. 320 с.  

9) Власова А. П. Решение уравнений в целых числах : учеб. пособие. М. 

: издательство МГТУ им. Н. Э. Баумана, 2012. 68 с. 

10) Жмурова И. Ю. Диофантовы уравнения: от древности до наших 

дней // Молодой ученый. 2014. №9. С. 1–5. 

11) Задачи заключительного тура минской городской математической 

олимпиады школьников : учеб. / Е. А. Барабанов [и др.] ; под ред. Е. А. Бара-

нова.  Минск : Ковчег, 2006. 352 с. 

12) Каспржак А. Г. Проблема выбора: элективные курсы в школе : 

учеб. пособие для бакалавр. М. : Новая школа, 2004. 209 с. 

13) Кирин К. И. Цепные (непрерывные) дроби и диофантовы уравнения 

: материалы XXII Всероссийской (с международным участием) научно-



62 
 

практической конференции «Инновации. Интеллект. Культура». Тюмень : 

издательство Тюменского индустриального университета, 2015. 281 с. 

14) Кожаев Ю.1П. Греческий математик Диофант и диофантовы урав-

нения // «Культура и общество: история и современность» : материалы IV 

Всероссийской научно-практической конференции. Ставрополь : АГРУС. 

2015. С. 150–154. 

15) Крафт Х. Алгебраические кривые и диофантовы уравнения : сбор-

ник статей. М. : Мир, 1986. 407 с. 

16) Лаппо Л. Д. ЕГЭ. Математика. Профильный уровень. Самостоя-

тельная подготовка к ЕГЭ. Универсальные материалы с методическими ре-

комендациями, решениями и ответами : учеб. пособие. М. : ЭКЗАМЕН, 2016. 

352 с. 

17) Малинин В. А. Подготовка учащихся 9-11 классов к математиче-

ским олимпиадам. Задачи с целыми числами : учеб. пособие. Нижний Новго-

род : Нижегор. гуманитар. центр, 2000. 69 с. 

18) Мамедяров Д. М. Оригинальное решение одного уравнения // Есте-

ственные и математические науки в современном мире. 2014. №24. С. 30–36. 

19) Математика. Алгебра. Функции. Анализ данных. 8 класс : учеб. для 

общеобразоват. учеб. заведений / Г. В. Дорофеев [и др.] ; под ред. Г. В. До-

рофеева. М. : Дрофа, 2001. 344 с. 

20) Фоминых Ю. Ф. Диофантовы уравнения : учеб. пособие для бака-

лавр. 1996. №6. С. 35–44. 

21) Шарыгин И. Ф. Факультативный курс по математике : учеб. посо-

бие . М. : Просвещение, 1987. 113 с.  

22) Шевкин А. В. ЕГЭ. Задание С6 с решениями и ответами : учеб. по-

собие. М. : ЭКЗАМЕН, 2012. 62 с. 

23) Яковлева Е. Н. Факультативный курс «Диофантовы уравнения» как 

предпрофильная подготовка учащихся 8-9 классов //«Концепции фундамен-

тальных и прикладных научных исследований» : материалы Международной 

научно-практической конференции. Казань : НИЦ АЭТЕРНА, 2017. 173 с.  












