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Введение
	То, что корни общего уравнения пятой степени и выше не выражаются при помощи рациональных функций и радикалов от коэффициентов было доказано норвежским математиком Нильсом Абелем в 1826 г. Это совсем не означает, что корни такого уравнения не могут быть найдены. Во-первых, в частных случаях, при некоторых комбинациях коэффициентов корни уравнения при некоторой изобретательности могут быть определены. Во-вторых, существуют формулы для корней уравнений 5-й степени и выше, использующие, однако, специальные функции — эллиптические или гипергеометрические.
	В случае, если все коэффициенты многочлена рациональны, то нахождение его корней приводится к нахождению корней многочлена с целыми коэффициентами. Для рациональных корней таких многочленов существуют алгоритмы нахождения перебором кандидатов с использованием схемы Горнера, причем при нахождении целых корней перебор может быть существенно уменьшен приемом чистки корней. 
	Для приблизительного нахождения вещественных корней многочлена с вещественными коэффициентами используются итерационные методы, например, метод секущих, метод бисекции, метод Ньютона. Количество вещественных корней многочлена на интервале может быть оценено при помощи теоремы Штурма.
	В прикладных задачах важную роль играет также задача апроксимации действительных корней многочлена путём указания достаточно точных границ области их расположения на числовой прямой.
	Целью курсовой работы является ознакомление с задачей определения границ корней и разбор вопроса о числе действительных корней многочлена с действительными коэффициентами.


Глава 1. Теоретическая часть
§1. Определение границ корней многочлена [1]
	Дано алгебраическое уравнение:
	(1)
	Для данного уравнения задача отделения корней решается довольно просто и точно. До отделения корней необходимо найти границы области, в которой расположены все корни уравнения. Для этого существует несколько способов.
	Пусть

Теорема 1: Все корни уравнения (1) расположены в кольце
 				(2)
Доказательство: Действительно,

но при |z| > 1 имеем:


Следовательно, | f (z) | > 0, как только
	или	
т.е. при . Таким образом, все корни уравнения находятся внутри круга радиуса .
	Далее, уравнение
				(3)
имеет корнями величины, обратные корням исходного уравнения. По доказанному все корни этого уравнения находятся внутри круга радиуса
 , т.е. для любого корня  исходного уравнения имеет место равенство
	или	
Объединяя результаты, получим неравенство (2).
	Предположим, что все коэффициенты уравнений действительные числа и . Найдём границы действительных корней уравнения. Очевидно, достаточно иметь способы определения границ положительных корней, так как, заменив x на (-x), получим уравнение, корни которого отличаются от корней исходного уравнения знаком.
	Теорема 2: Обозначим через а максимум абсолютных величин отрицательных коэффициентов уравнения, и пусть первый отрицательный коэффициент в ряду  есть . Тогда все положительные корни уравнения меньше . (Если отрицательных коэффициентов нет, то нет и положительных корней.)
	Доказательство: Заменим положительные коэффициенты  нулями, а все остальные коэффициенты на (-a). Тогда при x > 1 будем иметь:

Отсюда при   имеем неравенство f (x) > 0, так как

а это и означает, что все положительные корни меньше .
	Данный приём, хотя и позволяет найти границы действительных корней, делает это не очень точно. Иногда граничные значения можно уточнить, применив следующий приём.
	Пусть в уравнении коэффициенты  неотрицательны, а  неположительны и  . Введём обозначения:


Тогда

Первое слагаемое в скобках содержит только положительные степени  x, а второе только отрицательное. Следовательно при x > 0 первое слагаемое возрастает, а второе убывает с возрастанием х, т.е. при x > 0 функция f(x) возрастает вместе с x. Найдя какое-либо x = α > 0, для которого f(α) > 0, мы можем гарантировать, что все корни уравнения меньше α.
	В общем случае представим f(x) в виде

где F (x) есть многочлен, содержащий все первые старшие по степени члены многочлена f(x), имеющие положительные коэффициенты и все члены с отрицательными коэффициентами, а Ф(x) – многочлен, образованный всеми остальными членами исходного многочлена f(x). Тогда, если мы найдём 
, для которого F (α) > 0, то f (x) > 0 при всех , так как
 при x > 0 и все корни уравнения f (x) > 0 будут меньше α.
	Хороший способ отыскания верхней границы положительных корней был предложен Ньютоном. Этот способ основан на утверждении: если при 
x = a > 0 имеют место неравенства
				(4)
то уравнение f (x) = 0 не имеет корней, больших а.
	Действительно,

при всех x > a.
	Таким образом, способ Ньютона заключается в отыскании значения 
a > 0, при котором многочлен f (x) и все его производные имеют положительное значение. Тогда это значение будет верхней границей положительных корней.
	Замечание. Нижняя граница положительных корней может быть найдена из уравнения  такими же приёмами, так как если β есть верхняя граница положительных корней этого уравнения, то  будет нижней границей положительных корней исходного уравнения.


§2. Проблема локализации корней. Теорема Штурма. Метод Штурма
	Общая проблема локализации (отделения) корней многочлена заключается в том, чтобы для каждого из вещественных корней указать интервал, внутри которого находится только один этот корень, а для каждого интервала указать число находящихся на нём вещественных корней.
	Впервые решение было достигнуто Штурмом, который сформулировал теорему, решающую данную задачу. Перед её разбором следует ввести несколько определений.
	Определение: Пусть  – конечная последовательность отличных от нуля вещественных чисел и пусть V (S) – число индексов 
, для которых . Тогда V (S) называется числом перемен знаков в последовательности S. Если S содержит нули, то определение применяется к последовательности , содержащая все элементы S, кроме нулей. [3]
	Определение: Конечная упорядоченная последовательность отличных от нуля многочленов с вещественными коэффициентами
				(5)
называется системой Штурма (рядом Штурма) для многочлена f (x) на отрезке , если выполнены следующие условия:
· последний многочлен  не имеет корней на [a, b];
· ;
· если  для  и , то ;
· если  для , то произведение  меняет знак с минуса на плюс, когда x, возрастая, проходит через точку c. Другими словами, существует такое , что  для
 и  для .

Также положим для краткости

	Теорема Штурма: Число корней вещественного многочлена f (x) степени  на интервале (a, b) равно разности , где величины  отвечают какой-то фиксированной системе Штурма (5). [3]
	Доказательство: Совокупность всех различных вещественных корней на [a, b] многочленов системы Штурма (5) разбивает отрезок [a, b] на подынтервалы  с , в которых ни один из многочленов , не имеет корней. Сравним значения  для различных точек .
	Для начала пусть , так что  не имеют корней в . По теореме Больцано-Коши о промежуточном значении должно выполняться условие  для . В случае  для всех i имеем , откуда . В случае же  для некоторого k обязательно  из-за свойств 1-2 системы Штурма. По свойству 3 имеем . В то же время  не имеют корней в , так что по теореме Больцано-Коши  и . Значит, что . Следовательно, при вычислении  и  последовательности  и , независимо от значения , вносят одинаковый вклад (по одной перемене знака). Это верно для всех k с , поэтому
. Аналогичное рассуждение подходит для точки из другого крайнего интервала: .
	Пусть теперь  – точки из двух соседних интервалов, . Действуют те же умозаключения. Так, , если только :

[image: ]
	В случае  появляется различие. По условию 4 имеем  и , т.е. у последовательности  будет одно изменение знака, а у  ни одного. В то же  время при k > 1 у подпоследовательностей  число перемен знаков одинаково. Всё это означает, что если , то 
.
	Фиксируем точки , и записываем тождество

Известно, что выражения в крайних скобках равны нулю, в то время как


Других корней на отрезке [a, b] у многочлена f (x) нет (по построению все корни многочленов системы Штурма сосредоточены в точках ). Суммируя, получаем окончательно, что разность  равна числу корней многочлена f (x) на интервале (a, b).
Остается показать, что всякий многочлен  с действительными коэффициентами, не имеющий кратных корней, обладает системой Штурма. Положим =, чем обеспечивается выполнение условия 4 из определения системы Штурма. Действительно, если действительный корень многочлена , то . Если , то  в окрестности точки , а поэтому  меняет знак с минуса на плюс при переходе ; это же верно тогда и для произведения . Аналогичные рассуждения проходят и в случае . Делим  на  и остаток от этого деления, взятый с обратным знаком, принимаем за :

Если многочлены  уже найдены, то  будет остатком от деления  на , взятым с обратным знаком:

	Данный метод отличается от алгоритма Евклида, примененного к многочленам  и , лишь тем, что у остатка каждый раз меняется  знак на обратный и следующее деление производится уже на этот остаток с обратным знаком. Так как при разыскании наибольшего общего делителя такая перемена знаков не существенна, то процесс остановится на некотором , являющемся наибольшим общим делителем многочленов  и , причем из отсутствия у  кратных корней, т.е. из его взаимной простоты , будет следовать, что на самом деле  является некоторым отличным от нуля действительным числом.
Отсюда вытекает, что построенная система многочленов

удовлетворяет и условию 2 из определения системы Штурма. Для доказательства выполнения условия 1 предположим, что соседние многочлены  обладают общим корнем . Переходя к равенству 
,
[bookmark: _GoBack]получим, что  служит корнем и для . Продолжая далее, получим, что  служит общим корнем для  и , что противоречит предположениям. Наконец, выполнение условия 3 вытекает непосредственно из неравенства: если . [2]
	Таким образом, в ходе изучения темы было выяснено, каким образом можно узнать о количестве корней многочленов больших степеней. Речь не идёт о точном нахождении корня, так как нет общих формул для нахождения корней многочленов со степенью . Поэтому в ходе выполнения теоретической части были найдены способы отыскания количества корней, а также их принадлежности какому-либо промежутку. Их практическое применение будет показано ниже.


Глава 2. Практическая часть
	Пример 1: Найти границы действительных корней уравнения

Способ 1 (с использованием теоремы 2): В данном случае

Следовательно, все положительные корни уравнения меньше

Для отыскания нижней границы положительных корней рассмотрим уравнение

Так как , то верхняя граница положительных корней этого уравнения (в то же время нижняя граница исходного уравнения) будет:

Таким образом, все положительные корни уравнения находятся на отрезке [0,57; 1351].
Для отыскания границ отрицательных корней рассмотрим уравнение, полученное после замены x = -z:

Данное уравнение, согласно теореме 2, не имеет положительных корней, а, следовательно, исходное уравнение не имеет отрицательных корней.

	Способ 2: Представим исходное уравнение в виде

где 
При x = 40, F (40) = 266400 > 0. Поэтому все корни уравнения меньше 40.
Для отыскания нижней границы заменим x на . Получим:

где    

Таким образом, нижняя граница положительных корней равна . Следовательно, корни уравнения f(x) = 0 расположены на отрезке [0,66; 40]. Получился гораздо более точный результат, по сравнению с первым способом.

	Пример 2: Отделить корни уравнения

Последовательность  будет выглядеть так:






По признаку Ньютона находим, что все корни уравнения заключены между -1 и +1. Составим таблицу знаков последовательности в точках -1, 0, +1:
	x
	-1
	0
	+1

	
	-
	+
	+

	
	+
	+
	+

	
	-
	-
	+

	
	+
	+
	0

	
	-
	-
	+

	
	+
	+
	+



На отрезке [-1, 0] имеем , а следовательно, на этом отрезке имеется один единственный корень. На отрезке [0, 1] нужно разобраться со знаком
 . Поэтому при значениях x больше 1, но близко к данному значению, все производные будут положительны. Таким образом, последовательность  будет иметь вид
4, 4, 3, 2, 1, 0
Первое из , равное 1, будет . Исследуем, может ли уравнение  иметь действительные корни на [0, 1]:

Следовательно, мы должны уменьшить  на 2. Получим 2, 2, 1, 0. Опять нужно исследовать, имеет ли  действительные корни на [0, 1]:

а это означает, что действительных корней нет. Уменьшая ещё раз все  на 2, получим  Следовательно, других действительных корней наше уравнение на имеет, т. е. имеет один действительный корень на отрезке [-1, 0] и четыре комплексных корня.

	Пример 3: Применить метод Штурма к многочлену:

Найдем систему Штурма для , применяя указанный метод. Получаем такую систему:






Определим знаки многочленов этой системы при , для чего, как было указанно, следует смотреть лишь на знаки старших коэффициентов и на степени этих многочленов. Мы получим такую таблицу:


	
	
	
	
	
	
	
	Число перемен знаков

	-∞
	-
	+
	-
	-
	+
	-
	4

	∞
	+
	+
	+
	-
	-
	-
	1



Таким образом, при переходе  от -∞ к ∞ система Штурма теряет три перемены знаков, а поэтому многочлен  имеет ровно три действительных корня. 

	Пример 4. Применить метод Штурма к многочлену:

Найдем число его действительных корней, а также целые границы, между которыми каждый из этих корней расположен.
Система Штурма для многочлена  будет:




Найдем число перемен знаков в этой системе при ,
	
	
	
	
	
	Число перемен знаков

	-∞
	-
	+
	-
	+
	3

	∞
	+
	+
	+
	+
	0



Многочлен  обладает, следовательно, тремя действительными корнями. Для более точного определения положения этих корней продолжим предыдущую таблицу:
	
	
	
	
	
	Число перемен знаков

	-3
	-
	+
	-
	+
	3

	-2
	+
	0
	-
	+
	2

	-1
	+
	-
	-
	+
	2

	0
	-
	0
	+
	+
	1

	1
	+
	+
	+
	+
	0



Таким образом, система Штурма многочлена  теряет по одной перемене знаков при переходе  от -3 к -2, от -1 к 0 и от 0 к 1. Корни  этого многочлена удовлетворяют, следовательно, неравенствам:



Заключение
	В курсовой работе рассмотрена теория об отделении действительных корней многочленов. Были приведены задачи, в которых использовались различные методы для отделения корней многочленов и нахождения их границ. 
	Способ Ньютона является довольно удобным и быстрым вариантом нахождения границ действительных корней многочлена. Более того, данный алгоритм весьма прост в автоматизации, что позволяет использовать его в численных методах с использованием современной техники.
	Теорема Штурма позволяет довольно эффективно и быстро находить число корней, благодаря чему гарантируется то, что в решение войдут все корни многочлена.
	В заключение, были решены некоторые задачи с использованием вышеперечисленной теоретической основой.
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