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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèå îáëàñòè íàóêè è òåõíèêè ñâÿçàíû ñ âîëíîâûìè ïðîöåññàìè.
Ïðè èññëåäîâàíèè îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ðàçëè÷íûõ
ñðåäàõ ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ çàäà÷. Äëÿ
îáúÿñíåíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ ïîòðåáîâàëîñü ïðèâëå÷åíèå ìíîãèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé è ìåòîäîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ
âîëíîâûõ ïðîöåññîâ âïîëíå îïðåäåëèëàñü êàê äèñöèïëèíà, ïîñâÿùåííàÿ
èçó÷åíèþ îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ.

Ïîëÿðèçàöèÿ âîëí � õàðàêòåðèñòèêà ïîïåðå÷íûõ âîëí,
îïèñûâàþùàÿ ïîâåäåíèå âåêòîðà êîëåáëþùåéñÿ âåëè÷èíû â ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Ïîïåðå÷íàÿ
âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ íàïðàâëåíèÿìè: âîëíîâûì âåêòîðîì è
âåêòîðîì àìïëèòóäû, âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíûì ê âîëíîâîìó âåêòîðó
ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí ïîëÿðèçàöèÿ � ýòî ÿâëåíèå íàïðàâëåííîãî êîëåáàíèÿ âåêòîðîâ
íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Å (ÒÅ-ïîëÿðèçàöèè âîëíû) èëè
íàïðÿæ¼ííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Í (ÒÌ-ïîëÿðèçàöèè âîëíû).

Ìåòàìàòåðèàë � êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë, ñâîéñòâà êîòîðîãî
îáóñëîâëåíû íå ñòîëüêî ñâîéñòâàìè ñîñòàâëÿþùèõ åãî ýëåìåíòîâ,
ñêîëüêî èñêóññòâåííî ñîçäàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Îíè
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èñêóññòâåííî ñôîðìèðîâàííûå è îñîáûì îáðàçîì
ñòðóêòóðèðîâàííûå ñðåäû, îáëàäàþùèå ýëåêòðîìàãíèòíûìè èëè
àêóñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ñëîæíîäîñòèæèìûìè òåõíîëîãè÷åñêè,
ëèáî íå âñòðå÷àþùèìèñÿ â ïðèðîäå. Ïîä òàêèìè ñâîéñòâàìè ñëåäóåò
ïîíèìàòü îñîáûå çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, íàïðèìåð,
îòðèöàòåëüíûå ïî âåëè÷èíå çíà÷åíèÿ êàê äèýëåêòðè÷åñêîé, òàê
è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé, ïðîñòðàíñòâåííóþ ñòðóêòóðèçàöèþ
(ëîêàëèçàöèþ) ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ýòèõ ïàðàìåòðîâ (â ÷àñòíîñòè,
ïåðèîäè÷åñêîå èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ êàê ó ôîòîííûõ
êðèñòàëëîâ), íàëè÷èå âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðàìè ñðåäû
â ðåçóëüòàòå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (ìåòàìàòåðèàëû ñ ýëåêòðè÷åñêè
óïðàâëÿåìîé äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòÿìè) è ò.ä.

Ïðè ñîçäàíèè ìåòàìàòåðèàëîâ â âåùåñòâî âíåäðÿþòñÿ êðîøå÷íûå
èìïëàíòàòû, êîòîðûå âûíóæäàþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû âûáèðàòü
íåñòàíäàðòíûå ïóòè. Îòñþäà, è ïðèñòàâêà ê ¾ìåòàìàòåðèàëàì¿ �
¾ìåòà¿, ÷òî îçíà÷àåò ¾âíå¿, òî åñòü óñòàíîâêó â îñíîâíîé ìàòåðèàë
êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, ó÷åíûå âíåäðèëè
â ìåäíûå ëåíòû, óëîæåííûå ïëîñêèìè êîíöåíòðè÷åñêèìè êðóãàìè,
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ìíîæåñòâî êðîøå÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ êîíòóðîâ. Ðåçóëüòàòîì ñòàëà
ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà èç êåðàìèêè, òåôëîíà, êîìïîçèòíûõ âîëîêîí è
ìåòàëëè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ. Êðîøå÷íûå èìïëàíòàòû, ïðèñóòñòâóþùèå
â ìåäè, äàþò âîçìîæíîñòü îòêëîíÿòü ìèêðîâîëíîâîå èçëó÷åíèå è
íàïðàâëÿòü åãî ïî çàäàííîìó ïóòè. Áëàãîäàðÿ ÷åìó îáúåêòû, ïîêðûòûå
ñëîåì ìåòàìàòåðèàëà, ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîñòüþ íåâèäèìûìè. Ðàçðàáîò÷èê
ìåòàìàòåðèàëîâ ïðè èõ ñèíòåçèðîâàíèè èìååò áîëüøîé âûáîð ñâîáîäíûõ
ïàðàìåòðîâ (ðàçìåðû ñòðóêòóð, ôîðìà, ïîñòîÿííûé è ïåðåìåííûé
ïåðèîä ìåæäó íèìè è ò.ä.).

Çíà÷èòåëüíî ðàñòåò èíòåðåñ ê èñïîëüçîâàíèþ ìåòàìàòåðèàëîâ â
ðàäèîòåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ è, â ÷àñòíîñòè, â àíòåííîé òåõíèêå.
Îñíîâíûå îáëàñòè èõ ïðèìåíåíèÿ: èçãîòîâëåíèå ïîäëîæåê è èçëó÷àòåëåé
â ïå÷àòíûõ àíòåííàõ äëÿ äîñòèæåíèÿ øèðîêîïîëîñíîñòè è óìåíüøåíèÿ
ðàçìåðîâ àíòåííûõ ýëåìåíòîâ; äîñòèæåíèå óçêîé ïðîñòðàíñòâåííîé
íàïðàâëåííîñòè ýëåìåíòàðíûõ èçëó÷àòåëåé, ïîãðóæåííûõ â ìåòàñðåäó
è äð.

Ïåðâûå ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëåíèè îòíîñÿòñÿ åù¼ ê XIX
âåêó. Â 1898 ãîäó Äæàãàäèñ ×àíäðà Áîçå ïðîâ¼ë ïåðâûé
ìèêðîâîëíîâûé ýêñïåðèìåíò ïî èññëåäîâàíèþ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñâîéñòâ
ñîçäàííûõ èì ñòðóêòóð èñêðèâë¼ííîé êîíôèãóðàöèè. Â 1914 ãîäó
Ëèíäìàí âîçäåéñòâîâàë íà èñêóññòâåííûå ñðåäû, ïðåäñòàâëÿâøèå
ñîáîé ìíîæåñòâî áåñïîðÿäî÷íî îðèåíòèðîâàííûõ ìàëåíüêèõ ïðîâîäîâ,
ñêðó÷åííûõ â ñïèðàëü è âëîæåííûõ â ôèêñèðîâàâøóþ èõ ñðåäó. Â
1946�1948 ãã. Óèíñòîí Å. Êîê âïåðâûå ñîçäàë ìèêðîâîëíîâûå ëèíçû,
èñïîëüçóÿ ïðîâîäÿùèå ñôåðû, äèñêè è ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûå
ìåòàëëè÷åñêèå ïîëîñêè, ôàêòè÷åñêè îáðàçîâàâøèå èñêóññòâåííóþ ñðåäó
ñî ñïåöèôè÷íûì ïî âåëè÷èíå ýôôåêòèâíûì èíäåêñîì ïðåëîìëåíèÿ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñòîðèÿ âîïðîñà î ìàòåðèàëàõ ñ
îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ óïîìèíàíèÿ
ðàáîòû ñîâåòñêîãî ôèçèêà Âèêòîðà Âåñåëàãî, îïóáëèêîâàííîé
â æóðíàëå ¾Óñïåõè ôèçè÷åñêèõ íàóê¿ â 1967 ãîäó. Â ñòàòüå
ðàññêàçûâàëîñü î âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñ
îòðèöàòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ, êîòîðûé áûë íàçâàí
¾ëåâîñòîðîííèì¿. Àâòîð ïðèø¼ë ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ñ òàêèì ìàòåðèàëîì
ïî÷òè âñå èçâåñòíûå îïòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí
ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ, õîòÿ â òî âðåìÿ ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì
êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ åù¼ íå áûëè èçâåñòíû.

Ïðèìåðàìè ìåòàìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèìè íåîáû÷íûìè
ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÿâëÿþòñÿ àóêñåòèêè (ìàòåðèàëû, èìåþùèå
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà), ñîçäàííûå íà îñíîâå
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¾âûâåðíóòîé ï÷åëèíîé ñîòû¿ è ñëîèñòûå ìàòåðèàëû, îáëàäàþùèå,
ïðè ñïåöèàëüíîì ïîäáîðå õàðàêòåðèñòèê ñëîåâ, îòðèöàòåëüíûì
êîýôôèöèåíòîì ðàñøèðåíèÿ ïîïåðåê ñëîåâ.

Àêòóàëüíîé çàäà÷åé ïðè èçó÷åíèè âîëíîâîäîâ ÿâëÿåòñÿ
êëàññèôèêàöèÿ âîëí, ñóùåñòâóþùèõ â ñòðóêòóðå. Â ðàáîòå
ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí â ñëîå çàïîëíåííîì íåîäíîðîäíûì
ìåòàìàòåðèàëîì. Ðàñ÷åòû ïðîèçâåäåíû íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ. Òàêèì
îáðàçîì ÷èñëåííî íàéäåíû: êîìïëåêñíûå è ðàïðîñòðàíÿþùèåñÿ
âûòåêàþùèå âîëíû, êîìïëåêñíûå è ðàïðîñòðàíÿþùèåñÿ ïîâåðõíîñòíûå
ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû âîëíîâîäà.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî R3, ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé
êîîðäèíàò Oxyz è çàïîëíåííîå èçîòðîïíîé ñðåäîé áåç èñòî÷íèêîâ,
èìåþùåé äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü εcε0 ≡ const è ìàãíèòíóþ
ïðîíèöàåìîñòü µ0 ≡ const, ãäå ε0 è µ0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ
ïðîíèöàåìîñòè âàêóóìà. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû,
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ÷åðåç ñëîé.

Ðèñ 1. Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è. Ñëîé. Ãðàíèöû x = 0 è x = h � ýòî ïðîåêöèè äèýëåêòðè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè.

7



Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîëÿ ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿò îò âðåìåíè
êàê exp(−iωt), ãäå ω > 0 � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ âèäà

E =
(
Ex(x)e

iγz, Ey(x)e
iγz, Ez(x)e

iγz
)
,

H =
(
Hx(x)e

iγz, Hy(x)e
iγz, Hz(x)e

iγz
)
,

ãäå γ � íåèçâåñòíûé êîìïëåêñíûé (ñïåêòðàëüíûé) ïàðàìåòð.
Îïðåäåëåíèå ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ

íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, çàâèñÿùèõ îò
êîîðäèíàòû z, âäîëü êîòîðîé ñòðóêòóðà ðåãóëÿðíà, â âèäå eiγz,{

∇×H = −iωε0ε̃E,

∇× E = iωµ0H,
(1)

E = (Ex, Ey, Ez)e
iγz, H = (Hx, Hy, Hz)e

iγz,

ãäå
Ex = Ex(x, y, z), Ey = Ey(x, y, z), Ez = Ez(x, y, z),

Hx = Hx(x, y, z), Hy = Hy(x, y, z), Hz = Hz(x, y, z).

Âûïèøåì ñèñòåìó (1) â ðàçâåðíóòîì âèäå:

(Hz)
′
y − (Hy)

′
z = −iωε0ε̃Ex,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Hy)
′
x − (Hx)

′
y = −iωε0ε̃Ez,

(Ez)
′
y − (Ey)

′
z = iωµ0Hx,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Ey)
′
x − (Ex)

′
y = iωµ0Hz.

(2)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå ïðîèçâîäíûå ïî y îáðàùàþòñÿ
â íóëü. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî â ïîëîæèòåëüíîì è
îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ îñè y âîëíîâîä (ñëîé) íå îãðàíè÷åí, ò.å.
ðàñïðåäåëåíèå ïîëåé ìîä â íàïðàâëåíèè îñè y îäíîðîäíî. Òîãäà ñèñòåìà
(2) ïðèìåò âèä: 

(Hy)
′
z = iωε0ε̃Ex,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Hy)
′
x = −iωε0ε̃Ez,

(Ey)
′
z = −iωµ0Hx,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

(3)
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Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå ïî y îáðàùàþòñÿ â íóëü, çíà÷èò,
ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè îò y íå çàâèñÿò. Èç ïåðâîé ãðóïïû óðàâíåíèé
ñèñòåìû (2) âèäíî, ÷òî Hz è Hx íå çàâèñÿò îò y, òîãäà è Ey íå çàâèñèò
îò y. Èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé ñèñòåìû (2) âèäíî, ÷òî Ez è Ex íå
çàâèñÿò îò y, òîãäà è Hy íå çàâèñèò îò y.

Ïåðåãðóïïèðóåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) òàêèì îáðàçîì:
(Hy)

′
z = iωε0ε̃Ex,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Hy)
′
x = −iωε0ε̃Ez,

(4)


(Ey)

′
z = −iωµ0Hx,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

(5)

Âèäíî, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) ðàñïàëàñü íà äâå íåçàâèñèìûå
äðóã îò äðóãà ñèñòåìû (4), (5).

Ñèñòåìà 
(Hy)

′
z = iωε0ε̃Ex,

(Ex)
′
z − (Ez)

′
x = iωµ0Hy,

(Hy)
′
x = −iωε0ε̃Ez,

âîçíèêàåò èç ñèñòåìû (1), åñëè ïîëÿ E, H èìåþò âèä:

E = (Ex, 0, Ez)e
iγz, H = (0, Hy, 0)e

iγz. (6)

Ñèñòåìà 
(Ey)

′
z = −iωµ0Hx,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

âîçíèêàåò èç ñèñòåìû (1), åñëè ïîëÿ E, H èìåþò âèä:

E = (0, Ey, 0)e
iγz, H = (Hx, 0, Hz)e

iγz. (7)

Âîëíû âèäà (6) íàçûâàþòñÿ ÒÌ-ïîëÿðèçîâàííûìè
ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè, èëè âîëíàìè ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà,
èëè âîëíàìè òèïà E.

Âîëíû âèäà (7) íàçûâàþòñÿ ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûìè
ýëåêòðîìàãíèòíûìè âîëíàìè, èëè âîëíàìè ìàãíèòíîãî òèïà, èëè
âîëíàìè òèïà H.
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Ðàññìîòðèì ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû:

E = (0, Ey, 0)e
iγz, H = (Hx, 0, Hz)e

iγz.

Ïîäñòàâèâ ïîëÿ E è H â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (1), ïîëó÷èì:

(Hz)
′
y = 0,

(Hx)
′
z − (Hz)

′
x = −iωε0ε̃Ey,

(Hx)
′
y = 0,

(Ey)
′
z = −iωµ0Hx,

(Ey)
′
x = iωµ0Hz.

(8)

Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî Hz è Hx

íå çàâèñÿò îò y, ïîñêîëüêó Ey âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Hz è Hx, òî Ey òàêæå
íå çàâèñèò îò y.

Êîìïîíåíòû ïîëåé E, H èìåþò ïðåäñòàâëåíèå:

Ey = Ey(x)e
iγz, Hx = Hx(x)e

iγz, Hz = Hz(x)e
iγz.

Òîãäà ðàññìîòðåííàÿ âûøå ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä:
iγHx(x)−H ′

z(x) = −iωε0ε̃Ey(x),

− iγEy(x) = iωµ0Hx(x),

E ′
y(x) = iωε0ε̃Hz(x),

ãäå γ � íåèçâåñòíûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð (ïîñòîÿííàÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû).

Ïîñëå ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ñèñòåìû (8) ïîëó÷àåì:

γ2Ey(x)− E ′′
y (x) = ω2µ0ε0ε̃Ey(x). (9)

ñ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (x = 0 è x = h)

[Ey]|x=0 = 0, [Hz]|x=0 = 0, (10)

è
[Ey]|x=h = 0, [Hz]|x=h = 0, (11)
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ãäå [f ]|x0
= lim

x→x0−0
f(x)− lim

x→x0+0
f(x). Ìû íå áóäåì ôèêñèðîâàòü

óñëîâèå èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ïîòîìó ÷òî ìû õîòèì ðàññìîòðåòü
ïðîáëåìó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ γ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

ε̃ =


εc, x > h,

ε, 0 ≤ x ≤ h,

εc, x > h.

(12)

Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ε(x) > εc ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
íà îòðåçêå [0, h], ò.å., ε(x) ∈ C[0, h].

Çàäà÷à î ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëíàõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñî ñïåêòðàëüíûì
ïàðàìåòðîì γ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíîâîäíîé ñòðóêòóðû.

Ïîëå íîðìàëüíîé ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû â âîëíîâîäå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè

u := Ey(x). (13)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òàíãåíöèàëüíîé
ýëåêòðè÷åñêîé êîìïîíåíòû u.

Ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ âîëí. Ïî ïàðàìåòðó γ �
ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ:

■ Ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì
ïàðàìåòðîì γ.

■ Çàòóõàþùàÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ïàðàìåòðîì γ.

■ Êîìïëåêñíàÿ âîëíà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì γ
òàêèì, ÷òî Re γ Im γ ̸= 0.

Ïî óñëîâèþ íà áåñêîíåí÷îñòè:

■ Ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x) → 0, |x| → ∞.

■ Âûòåêàþùàÿ âîëíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ u(x) → ∞, |x| → ∞.
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Çàìå÷àíèå 1. Ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ γ õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå

âîëíû (ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ, çàòóõàþùàÿ èëè êîìïëåêñíàÿ) â z-

íàïðàâëåíèè. Êëàññèôèêàöèÿ âîëí êàê ïîâåðõíîñòíûõ èëè âûòåêàþùèõ

çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ â x-íàïðàâëåíèè.

Ìû èìååì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: äëÿ
êàñàòåëüíîé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ u íóæíî íàéòè γ ∈ C
òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

u′′ +
(
ω2µ0ε0ε̃− γ2

)
u = 0, (14)

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ

[u]|x=0 = 0, [u′]|x=0 = 0. (15)

è
[u]|x=h = 0, [u′]|x=h = 0. (16)

Ïðè x > h, ìû èìååì ε̃ = εc; òî èç (14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′′ − λ2u = 0. (17)

Âûáåðåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

u(x;λ) = Ãe(h−x)λ, x > h, (18)

ãäå λ2 = γ2 − ω2ε0µ0εc è λ � íîâûé (êîìïëåêñíûé) ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð, Ã � êîíñòàíòà.

Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ âûøå êëàññèôèêàöèÿ âîëí ïî

ïàðàìåòðó γ, åñòåñòâåííî ïåðåíîñèòñÿ íà íîâûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð

λ. Åñëè Reλ > 0 ìû èìååì ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó. Åñëè Reλ < 0 ìû

èìååì âûòåêàþùóþ âîëíó.

Ïðè x < 0, ìû èìååì ε̃ = εc; òî èç (14) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′′ − λ2u = 0. (19)

Âûáåðåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå

u(x;λ) = Aexλ, x < 0, (20)

ãäå A � êîíñòàíòà.
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Ïðè 0 < x < h, ìû èìååì ε̃ = ε(x); òîãäà èç (14) ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

u′′ +
(
ω2ϵ− λ2

)
u = 0, (21)

ãäå ϵ(x) = ε0µ0 (ε(x)− εc) .

Îïðåäåëåíèå 1. λ ∈ C íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì çàäà÷è,

åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå u óðàâíåíèÿ (21) ïðè 0 < x < h,

óäîâëåòâîðÿþùåå (18), (20) è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (15) è (16).
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

u′′ +
(
ω2ϵ− λ2

)
u = 0 (22)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ÒÅ-âîëí

u (0) := A, u′ (0) := Aλ. (23)

Èç óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà âòîðîé ãðàíèöå h (16) ïîëó÷àåì
äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ÒÅ-âîëí

∆(λ) ≡ λu(h) + u′(h) = 0. (24)

Èç ôîðìóëû (24) ÿñíî, ÷òî çíà÷åíèå ∆(λ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Ïóñòü λ = α+ iβ, ãäå α, β ∈ R. Òîãäà âçÿâ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ
÷àñòè îò âûðàæåíèÿ (24), ïîëó÷èì ñèñòåìó äåéñòâèòåëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû
λ: {

∆1 (α, β) := Re∆ (λ) = 0,

∆2 (α, β) := Im∆ (λ) = 0.
(25)

×òîáû îïðåäåëèòü ïàðó (α, β), ìû áóäåì ÷èñëåííî ðåøàòü ñèñòåìó
óðàâíåíèé (25). Ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ â (25) ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ â
ïëîñêîñòè Oαβ. Ïîìåùàÿ îáå êðèâûå íà îäíîé ïëîñêîñòè, ìû îïðåäåëèì
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ; ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîé
çàäà÷è.

Ðàçáèâàÿ îòðåçêè ïî α è β íà áîëåå ìåëêèå îòðåçêè, ìû îïðåäåëèì
ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç óçëîâ α(i), β(j); ýòè óçëû ìû èñïîëüçóåì äëÿ ìåòîäà
ïðåñòðåëêè. Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè, âû÷èñëÿåì
âåëè÷èíû u(i, j)(h) è u′(i, j)(h) äëÿ êàæäîãî óçëà. Â ñèëó íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ u(h, α, β) îò ïàðàìåòðîâ α è β ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò òî÷êà (α(i), β̂(j)) â ïëîñêîñòè Oαβ, ãäå β̂(j) ëåæèò âíóòðè
èíòåðâàëà (β(j), β(j+1)), òàêàÿ, ÷òî ∆1 (α, β) = 0. ×åì ïëîòíåå ñåòêà,
êîòîðóþ ìû âûáèðàåì, òåì áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ìû íàõîäèì. Ïîâòîðèâ
ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåé ñåòêè, ìû ïîëó÷èì íàáîð ïàð (β(p), β(q)),
îáðàçóþùèõ êðèâóþ (ñèíÿÿ êðèâàÿ íà Ðèñ. 2 ), ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ∆1 (α, β) = 0 â ïëîñêîñòè Oαβ.
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Ðèñ 2. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (25): ñèíÿÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

(25); êðàñíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25); òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñèíåé è

êðàñíîé êðèâûõ, îáîçíà÷åííàÿ çåëåíûì öâåòîì, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (25).

Ïðèìåíÿÿ òó æå ïðîöåäóðó ê óðàâíåíèþ ∆2 (α, β) = 0, ìû
ïîëó÷àåì åùå îäíó êðèâóþ (êðàñíàÿ êðèâàÿ íà Ðèñ. 2) â ïëîñêîñòè
Oαβ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ.
Î÷åâèäíî, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ (çåëåíàÿ òî÷êà íà Ðèñ. 2) ðàñ÷åòíûõ
êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è. Äåëàÿ ñåòêó áîëåå
ïëîòíîé, ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ñäåëàíî íàñòîëüêî òî÷íûì, íàñêîëüêî
ýòî íåîáõîäèìî.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ÒÅ-ïîëÿðèçàöèè â ñëîå, çàïîëíåííûì
íåîäíîðîäíûì ìåòàìàòåðèàëîì. Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó, ðåøàþùóþ
çàäà÷ó Êîøè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ,
âûçîâåì ïðîöåäóðó Cauchy-solver.
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Åñëè íóæíî îïðåäåëèòü âåùåñòâåííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà
çàäà÷è â íåêîòîðîì äèàïàçîíå, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì
öèêëîì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ λ äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå,
òàêæå ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Äëÿ ðàñ÷åòà êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë
ìîäèôèöèðóåì êîä: ââåäåì äîïîëíèòåëüíûé öèêë è îïðåäåëèì
âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ. Òåïåðü ó
íàñ âíåøíèé öèêë ïî âåùåñòâåííîé ÷àñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà,
âíóòðåííèé öèêë ïî ìíèìîé ÷àñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÷èñëà. Ðåøåíèÿ
ïåðâîãî (âåùåñòâåííîãî) äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ïèøåì â ìàññèâû
âåùåñòâåííîé X1 è ìíèìîé Y 1 ÷àñòåé. Ðåøåíèÿ âòîðîãî (ìíèìîãî)
äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ïèøåì â ìàññèâû âåùåñòâåííîé X2 è ìíèìîé
Y 2 ÷àñòåé.
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Ïîìåíÿåì âíåøíèé è âíóòðåííèé öèêë ìåñòàìè, è ñäåëàåì åùå ðàç
ðàñ÷åò.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè ðàññ÷èòàííûå ìàññèâû, èñïîëüçóåì
ñëåäóþùèé êîä.
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîñòîÿííûõ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí
â ñëîå çàïîëíåííîì íåîäíîðîäíûì ìåòàìàòåðèàëîì.

ω = 0.25 ω = 0.5

ω = 0.75 ω = 1.0

Ðèñ 3. Äèýëåêòðè÷åñêèé ñëîé. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (25): ñèíÿÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25); êðàñíàÿ êðèâàÿ � ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (25); òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ñèíåé è êðàñíîé êðèâûõ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (25): ò.å., íàéäåíû êîìïëåêñíûå

(çåëåíûå òî÷êè) âûòåêàþùèå âîëíû. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: h = 4, ϵ(x) = −
√
x+ 1− 1, A = 1.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè êóðñîâîé ðàáîòû ÿ ðàñêðûëà òàêèå
òåìû, êàê ïîëÿðèçàöèÿ âîëíû, êëàññèôèêàöèÿ âîëí, ìåòàìàòåðèàë.
Ðàññìîòðåëà ñïîñîáû ïðèìåíåíèÿ è èñòîðèþ ñîçäàíèÿ ìåòàìàòåðèàëà.
À òàêæå âûâåëà çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèé
Ìàêñâåëëà ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí. Íàøëà
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà. Ðåøèâ çàäà÷ó
Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (23) ÿ ñìîãëà ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííîå
óðàâíåíèå (24). Äàëåå äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñíîé êîíñòàíòû λ ÿ
ñîñòàâèëà ñèñòåìó (25), ÷èñëåííî ðåøèâ åå ÿ ïîëó÷èëà íàáîð ïàð (α, β)
� êîýôôèöèåíòîâ äëÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé. È âûâåëà èõ íà
ãðàôèêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîàíàëèçèðîâàâ ðèñóíêè, ìîæíî ðàñïîçíàòü
òåíäåíöèþ èçìåíåíèé ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ω.
Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì âûòåêàþùèå âîëíû. Çåë¼íûì öâåòîì íà
ãðàôèêàõ îòìå÷åíû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (25). Òî åñòü ÿ íàøëà êîìïëåêñíûå
ÒÅ-ïîëÿðèçîâàííûå âîëíû íåîäíîðîäíîãî ìåòàìàòåðèàëà.
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