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Введение 
 

Выпускная квалификационная работа «Изучение свойств циклических 

чисел на факультативных занятиях в школе» посвящена одному из разделов 

современной алгебры, а именно теории линейных алгебр, и того её фрагмен-

та, который относится к групповым алгебрам с базовой группой mZ . 

Исторически первой линейной алгеброй была алгебра комплексных чи-

сел. Комплексные числа yxz 1−+=  впервые появились в XVI веке при ре-

шении уравнений третьей и четвёртой степени. Но, в отсутствии какого-либо 

наглядного образа, эти числа почитались надуманными, мнимыми, хотя со 

временем комплексные числа стали важнейшим инструментом в самых раз-

ных областях математики. Ситуация изменилась на рубеже XVIII – XIX ве-

ков, когда ряд математиков, в том числе Гаусс и Коши, независимо друг от 

друга, интерпретировали комплексные числа как точки евклидовой плоско-

сти. При этом свойства комплексных чисел были настолько хорошо согласо-

ванны с планиметрией, что некоторые геометрические задачи при помощи 

комплексных чисел решались проще, чем традиционными методами [3]. 

При такой интерпретации комплексных чисел естественно возникала за-

дача поиска гиперкомплексных чисел, которые можно было бы отождествлять 

с точками трёхмерного пространства. Эту задачу в середине XIX века решил 

ирландский математик Уильям Гамильтон. Хотя его гиперкомплексные числа 

kjix 3210 xxxx +++= , которые он назвал кватернионами, соответствовали 

точкам четырёхмерного пространства, кватернионам вида kjiv 321 vvv ++=  

можно было сопоставить точки трёхмерного пространства; такие кватернио-

ны Гамильтон назвал векторами. Обобщением алгебры кватернионов стали 

линейные алгебры.  

Линейные алгебры строятся над векторными пространствами. Теория 

векторных пространств, имеющая своим истоком кватернионы Гамильтона, 

приобрела законченную форму в начале ХХ века благодаря работам Оливера 

Хевисайда, Уилларда Гиббса, Морица Паша, Эдмона Лагерра, Джузеппе 

Пеано и ряда других математиков. Под векторным пространством стали по-

нимать множество, для элементов которого была определена одна “внутрен-
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няя” операция сложения и одна “внешняя” операция умножения на число. И 

в таком абстрактном виде теория линейных пространств стала основой для 

разных математических дисциплин, от евклидовой геометрии [1] до теории 

дифференциальных и интегральных уравнений [2]. 

Если, структуру линейного пространства дополнить ещё одной “внут-

ренней” операцией, дистрибутивной относительно сложения векторов, то по-

лученная структура станет частным случаем структуры кольца; в неё вклю-

чены кольца, у которых центр содержит некоторое поле. Такая структура по-

лучила название линейных алгебр, или просто алгебр [3], [11]. Элементы этой 

структуры представляют собой непосредственное обобщение комплексных 

чисел и кватернионов. И так же как поле комплексных чисел и тело кватер-

нионов, различные линейные алгебры находят приложения в геометрии и во 

многих других разделах математики и теоретической физики [2].    

Приложения линейных алгебр к проблемам современной геометрии раз-

вивались учёными Казанской геометрической школы А. П. Котельниковым, 

А. П. Норденом, А. П. Широковым, В. В. Вишневским, В. В. Шурыгиным и 

др., а также геометрами Москвы, Саратова, Пензы, Грозного, и так далее. 

Основные работы этих учёных относились с одной стороны к общей теории 

коммутативных алгебр, с другой стороны – к геометрическим приложениям 

гиперкомплексных чисел Гамильтона, Грассмана и Клиффорда.  

Данная выпускная работа посвящена изучению одного достаточно ши-

рокого класса коммутативных алгебр, а именно циклических алгебр, или ал-

гебр циклических чисел различных порядков. Эти алгебры представляют собой 

обобщение алгебры двойных чисел, или алгебры комплексных гиперболиче-

ских чисел вида yεxz += , где 1
2 =ε  (в отличие от комплексных чисел вида 

iyxz += , где 1
2 −=i ). Они изучались казанскими геометрами, и нашли раз-

личные приложения в теории неевклидовых пространств, а также в некото-

рых вопросах теоретической физики. 

Некоторые положения, приведённые в данной работе, могут быть ис-

пользованы в педагогической практике в средних школах и гимназиях с уг-

лублённым изучением математики, а так же во внеклассной работе матема-
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тических кружков и факультативных занятий. Это, прежде всего, относится и 

изучению метрических и конфигурационных свойств многоугольников.  

Заметим ещё, что включение элементов теории алгебр (и в том числе 

циклических алгебр) в программы факультативов и кружков (а также допол-

нительных курсов школ с углублённым изучением математики) целесообраз-

но в том случае, если учащиеся имеют представление о комплексных числах, 

и знакомы с приложениями комплексных чисел в геометрии [4]. В этом слу-

чае линейные алгебры предстают как некоторое обобщение поля комплекс-

ных чисел. 

Степень разработанности проблемы: понятие линейной алгебры даёт-

ся в разных учебных пособиях для педагогических вузов и университетов, 

например в книге И. Р. Шафаревича «Основные понятия алгебры». Знаком-

ство с некоторыми алгебрами, такими как алгебры комплексных чисел, ква-

тернионов и октав предполагается и на факультативных занятиях в средних 

школах, а также в программах школ с углублённым изучением математики. 

Противоречие исследования: некоторый отрыв материала по линей-

ным алгебрам от стандартной школьной программы по математике. 

Проблема исследования: заключается в выборе материала доступного 

школьникам, углублённо изучающим математику. 

Объект исследования: адаптация основ теории линейных алгебр к фа-

культативным занятиям школьников. 

Предмет исследования: один из классов линейных алгебр, имеющий 

интересные приложения в элементарной математике.  

Цель исследования: рассмотреть теоретические вопросы, касающиеся 

циклических алгебр и их приложений в элементарной математике. 

Гипотеза исследования: в работе предполагается определить доступ-

ный школьникам объём материала и структуру приложений циклических ал-

гебр в элементарной математике. 

Задачи исследования:  

1. Изучение материала по теории циклических алгебр. 

2. Использование приложений циклических алгебр для развития абст-

рактного мышления и пространственной интуиции школьников. 
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3. Определение направления практического применения изученного тео-

ретического материала. 

4. Анализ возможности эффективного усвоения материала по теории 

циклических алгебр. 

5. Оценка качества полученных знаний на практическом учебном мате-

риале факультативных занятий. 

Структура работы: выпускная работа состоит из оглавления, введения, 

четырёх глав, заключения и списка использованной литературы.  

В первой главе конспективно излагается теория линейных или вектор-

ных пространств, так как эта теория даёт базу для построения любых линей-

ных алгебр.  

Вторая глава посвящена общей теории линейных алгебр. В ней приво-

дятся основные понятия, относящиеся к этой теории. И даются примеры ли-

нейных алгебр, иллюстрирующие те или иные их свойства, и конструкции, 

присущие произвольным алгебрам. 

В третьей главе дано краткое описание основных свойств и особенно-

стей циклических алгебр (или алгебр циклических чисел). И эти свойства ил-

люстрируются на конкретных примерах алгебр циклических чисел различ-

ных порядков. 

Наконец, четвёртая глава посвящена некоторым приложениям цикличе-

ских алгебр к вопросам элементарной математики. В частности, композици-

онное свойство детерминантов циклических чисел даёт ряд элементарно-

алгебраических тождеств, а существование в циклических алгебрах делите-

лей нуля позволяет просто доказывать различные конфигурационные теоре-

мы о многоугольниках, аналогичные известной теореме Вариньона о сере-

динном параллелограмме произвольного четырёхугольника. 

В заключении указывается возможность приложений алгебр цикличе-

ских чисел различного порядка к изучению геометрии пространств с неевк-

лидовой метрической структурой. 

Базовый материал исследования даётся в первой и второй главах. 
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Глава 1.  Векторные пространства над полем 

 

1. Определение 1.1. Линейным или векторным пространством V  над 

полем P  называется множество, снабжённое внутренней бинарной операци-

ей VVV →× , которая называется сложением, и для любых V, 21 ∈vv  обо-

значается 21 vv + , и внешней бинарной операцией VV →×P , которая назы-

вается умножением на элементы поля, и для любых P∈a  и V∈v  обознача-

ется va . Элементы множества V  называются векторами, а элементы поля P  

– скалярами. При этом сложение векторов и умножение их на скаляры удов-

летворяет следующим аксиомам [5]: 

А) Сложение векторов превращает V  в коммутативную (абелеву) груп-

пу. Её нулевой элемент обозначается 0 ; элемент, обратный к V∈v  обозна-

чают v− . 

Б) Умножение векторов на скаляры унитарно, то есть vv =1  для любого 

V∈v , и для любых P∈ba,  ассоциативно, то есть vv )()( abba = . 

В) Сложение и умножение связаны законами дистрибутивности, то есть 

2121 )( vvvv aaa +=+    и   vvv 2121 )( aaaa +=+  

для любых V,, 21 ∈vvv  и любых P∈21,, aaa .  

Из этих аксиом вытекают некоторые простые следствия. 

а) 0v =0  для любых V∈v . Действительно vvvv 00)00(0 +=+= , откуда 

0v =0  по свойству сокращения в абелевой группе. 

б) vv −=− )1( . Действительно 0vvvv ==−+=−+ 0))1(1()1( , откуда полу-

чается, что v)1(−  вектор обратный вектору v . 

в) Если 0v =a , то либо 0=a , либо 0v = . В самом деле, если 0≠a , то 

vvvv0 ==== −−
1)()(

11
aaaa . 

г) Как и во всякой группе для сложения векторов справедлив так назы-

ваемый обобщенный закон ассоциативности для операции сложения.  

Пусть nvvv ,,, 21 K  произвольная система векторов при 3≥n . Составим 

выражение nvvv +++ K21 . В этом выражении составим скобки произволь-

ным образом. Например, в выражении 321 vvv ++  это можно сделать двумя 

способами:  
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321 )( vvv ++    и   )( 321 vvv ++ , 

(внешние скобки не учитываются). В выражении 4321 vvvv +++  способов 

расстановки скобок больше чем 2: 

4321 )( vvvv +++ , )()( 4321 vvvv +++ , ))(( 4321 vvvv +++ , ))(( 4321 vvvv +++  

и так далее. Можно доказать, что все выражения равны «стандартному» вы-

ражению 4321 )( vvvv +++ . Возьмём )()( 4321 vvvv +++  и преобразуем его ис-

пользуя ассоциативный закон сложения: 

4321432143214321 ))(())(())(()()( vvvvvvvvvvvvvvvv +++=+++=+++=+++  

Аналогично поступим и с выражением )()())(( 43214321 vvvvvvvv +++=+++ , 

для которого мы уже показали, что 43214321 )()()( vvvvvvvv +++=+++ . И 

так далее.  

Методом математической индукции можно доказать, что любое выра-

жение, полученное из выражения nvvv +++ K21  расстановкой скобок равно 

«стандартному» выражению nn vvvv ++++ − )( 121 K . Это свойство и называ-

ется обобщённым законом ассоциативности.  

Действительно, по аксиоме ассоциативности, справедливом в любой 

группе, для 3=n  имеем 321321 )()( vvvvvv ++=++ .  

Предположим теперь, что для kn =  

kkkk vvvvvvvv ++++=++++ −− )( 121121 KK . 

Покажем, что это тождество справедливо и для 1+= kn . Пусть в выражении 

121 +++++ kk vvvv K  скобки расставлены так: 

)()( 1121 ++ ++++++ kmm vvvvv KK  

Возможны два случая: 1) km =  и 2) km < . В случае 1) это будет уже «стан-

дартное» выражение. А в случае по предположению 

=+++++++=++++++ ++++ ))(()()()( 11211121 kkmmkmm vvvvvvvvvvv KKKK  

1111121 )())()(( ++++ ++++++=+++++++= kkmmkkmm vvvvvvvvvvv KKKK , 

Что и доказывает свойство обобщённой ассоциативности по индукции. 

д) Для любых V,,, 21 ∈nvvv K  и любого P∈a  

nn aaaa vvvvvv +++=+++ KK 2121 )( . 

Докажем это тождество по индукции. Действительно, из аксиомы В) следует, 

что 2121 )( vvvv aaa +=+ . Предположим, что это тождество справедливо для 



 9 

kn = , то есть kk aaaa vvvvvv +++=+++ KK 2121 )(  и покажем, что оно бу-

дет справедливо для 1+= kn , то есть 121121 )( ++ +++=+++ kk aaaa vvvvvv KK . 

Действительно 

=++++=+++ ++ ))(()( 121121 kkk aa vvvvvvv KK  

121121 )( ++ ++++=++++= kkkk aaaaaa vvvvvvvv KK , 

Что и доказывает тождество nn aaaa vvvvvv +++=+++ KK 2121 )(  по ин-

дукции. 

е) Для любых P∈naaa ,,, 21 K  и V,,, 21 ∈nvvv K  на основании обобщён-

ного закона ассоциативности однозначно определено выражение 

nnaaa vvv +++ K2211 , 

которое называется линейной комбинацией векторов V,,, 21 ∈nvvv K  с коэф-

фициентами P∈naaa ,,, 21 K . 

Примерами линейных пространств будут: 

1) Поле P . 

2) Декартово произведение  

4434421

K

n

n
PPPP ×××= , 

где операция сложения векторов n
nn uuuvvv P∈== ),,,(),,,,( 2121 KK uv  оп-

ределена по правилу ),,,( 2211 nn uvuvuv +++=+ Kuv , а умножение вектора 

v  на число 
n

a P∈  задано так: ),,,( 21 navavava K=v . 

Если P  поле вещественных чисел R , то n
R  называется вещественным 

арифметическим пространством, а если P  поле комплексных чисел C , то 
n

C  

называется комплексным арифметическим пространством [6]. 

3) Множество mn×M  вещественных (или комплексных) прямоугольных 

матриц с n  строками и m  столбцами с операциями (покомпонентного) сло-

жения и умножения на число. 

4) Множество )(RF  вещественных функций RR →:f  с операциями 

сложения и умножения на число. При этом под суммой gf +  функций f  и 

g  понимается функция, определённая условием )()())(( xgxfxgf +=+  для 

всех )()( gDfDx ∩∈ , где )( fD  и )(gD  области определения функций f  и 
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g . Аналогично под функцией fa , где P∈a , понимается функция, опреде-

лённая условием )())(( xfaxfa =  для всех )( fDx∈ .  

5) Множество )(CF  комплексных функций CC →:f  с операциями сло-

жения и умножения на число. 

Линейными пространствами будут также множества )(
0

RF  непрерыв-

ных функций, )(
1

RF  дифференцируемых функций, )(RF
k

 k  раз дифферен-

цируемых функций, )(RF
ω

 аналитических функций (то есть функций, пред-

ставленных сходящимися рядами). 

 

2. Определение 2.1. Семейство векторов nvvv ,,, 21 K  называется линейно 

зависимым, если можно найти такой ненулевой набор скаляров naaa ,,, 21 K , 

что 0vvv =+++ nnaaa K2211 . В противном случае семейство nvvv ,,, 21 K  век-

торов называется линейно независимым.  

Лемма (о линейной зависимости). а) Семейство векторов nvvv ,,, 21 K  ли-

нейно зависимо тогда и только тогда, когда хотя бы один из векторов kv  яв-

ляется линейной комбинацией остальных. 

б) Если семейство векторов nvvv ,,, 21 K  линейно независимо, а семейст-

во векторов 121 ,,,, +nn vvvv K  линейно зависимо, то вектор 1+nv  является ли-

нейной комбинацией векторов nvvv ,,, 21 K .  

Доказательство. а) Если 0vvv =++++ nnkk aaa KK11  и, 0≠ka , тогда 

nnkkkkkkkkk aaaaaaaa vvvvv 1
11

1
11

1
11

1 −
++

−
−−

−− −−−−−−= KK .  

Наоборот, если nnaaa vvvv +++= K2211 , то 0vvvv =−−−− nnaaa K2211 . 

б) Если 0vvvv =++++ ++ 112211 nnnn aaaa K  и не все ka  равны нулю, то 

обязательно 01 ≠+na , иначе бы мы получили нетривиальную линейную зави-

симость между векторами nvvv ,,, 21 K . Поэтому nnnnn aaaa vvv 1
111

1
11

−
+

−
++ −−−= K . 

Лемма доказана.  

Определение 3.1. Семейство векторов neee ,,, 21 K  в линейном простран-

стве V  называется (конечным) базисом этого пространства, если каждый 

вектор V∈x  однозначно представляется в виде линейной комбинации 

nnxxx eeex +++= K2211 . 
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При этом скаляры P∈kx  называются координатами вектора V∈x  в дан-

ном базисе neee ,,, 21 K .  

Вообще говоря, любое (ненулевое) линейное пространство имеет мно-

жество базисов, однако имеет место следующая теорема. 

Теорема (о базисе). Если линейное пространство V  имеет конечный ба-

зис neee ,,, 21 K , то любой другой базис meee ′′′ ,,, 21 K  содержит такое же коли-

чество векторов, то есть nm = .  

Доказательство. Пусть neee ,,, 21 K  некоторый базис пространства V . 

Покажем, что никакое семейство векторов meee ′′′ ,,, 21 K  с nm >  не может слу-

жить базисом V  по следующей причине: существует представление нулевого 

вектора mmxxx eee0 ′++′+′= K2211  в котором не все kx  равны нулю. Поэтому 

0  неоднозначно представляется в виде линейной комбинации векторов ke′ : 

всегда существует тривиальное представление meee0 ′++′+′= 000 21 K . 

Отсюда следует утверждение теоремы, поскольку этим мы проверим, 

что никакой базис не может содержать больше элементов, чем другой базис. 

Положим 

∑
=

=′
n

i

iikk a
1

ee , mk ,,2,1 K=  

Тогда для любых P∈kx  имеем 

∑ ∑∑ ∑∑
= == ==









==′

n

i
i

m

k
kik

m

k

n

i
kikk

m

k
kk xaaxx

1 11 11

eee  

Поскольку neee ,,, 21 K  образуют базис в V , нулевой вектор имеет единст-

венное представление. Поэтому условие  

0e =′∑
=

m

k

kkx
1

 

равносильно системе однородных линейных уравнений относительно kx  

0
1

=∑
=

m

k

kik xa . 

И так как число неизвестных m  больше числа уравнений n , эта система име-

ет ненулевое решение. Теорема доказана.  

Из этой теоремы проистекает следующее определение. 
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Определение 4.1. Пространство V  называется конечномерным, если оно 

имеет конечный базис, а количество векторов базиса называется размерно-

стью этого пространства и обозначается Vdim . Линейные пространства, у 

которых нет конечного базиса, называются бесконечномерными.  

 

3. Определение 5.1. Подмножество W  линейного пространства V  назы-

вается линейным подпространством, если оно само является линейным про-

странством по отношению к определённым в пространстве V  операциям 

сложения векторов и умножения вектора на число [7].  

Можно показать, что для того чтобы непустое подмножество W  линей-

ного пространства V  было его линейным подпространством, достаточно вы-

полнения следующих требований. 

Критерий подпространства. 

1) Если W, ∈ba , то и W∈+ ba . 

2) Если W∈a , то и W∈ac  для любого скаляра P∈c .  

Действительно, в силу 2) W∈0 , так как 0a =0 . Далее из 2) следует, что 

для любого W∈a , W)1( ∈−=− aa , а потому и для любых W, ∈ba , W∈− ba . 

Что же касается всех остальных требований, входящих в определение линей-

ного пространства, то они, выполняясь в V , будут выполняться и в W .  

Отсюда сразу следует, что пересечение подпространств линейного про-

странства будет подпространством этого пространства. 

Определение 6.1. Линейной оболочкой семейства векторов пространства 

V  называется множество их всевозможных линейных комбинаций в V . 

Из предыдущего замечания следует, что линейная оболочка любого 

множества векторов пространства V  есть линейное подпространство в V . 

Отсюда проистекает следующая конструкция.  

Определение 7.1. Пусть mW,,W1 K  подпространства в пространстве V . 

Суммой mW,,W1 K   называется их линейная оболочка, что обозначают так 

∑
=

=+++
m

k

km

1

21 WWWW K .  

Следующая теорема связывает размерность суммы двух подпространств 

и их пересечения. 
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Теорема (о размерности суммы подпространств). Если 21 W,W  подпро-

странства в пространстве V , то  

                  212121 WdimWdim)Wdim(W)Wdim(W +=++∩ .                        (1,1) 

Доказательство. Пусть m=∩ 21 WWdim , n=1Wdim  и p=2Wdim . Вы-

берем в 21 WW ∩  некоторый базис meee ,,, 21 K  и дополним его до базисов 

nmm eeeee ′′ + ,,,,,, 121 KK  и pmm eeeee ′′′′ + ,,,,,, 121 KK  пространств 1W  и 2W . 

Докажем, что семейство векторов pmnmm eeeeeee ′′′′′′ ++ ,,,,,,,,, 1121 KKK  об-

разует базис пространства 21 WW + . Так как любой вектор из 21 WW +  будет 

линейной комбинацией векторов pmnmm eeeeeee ′′′′′′ ++ ,,,,,,,,, 1121 KKK , нам ос-

таётся проверить, что система векторов pmnmm eeeeeee ′′′′′′ ++ ,,,,,,,,, 1121 KKK  

линейно независима.  

Предположим, что существует нетривиальная линейная зависимость 

0eee =′′+′+ ∑∑∑
===

p

j
jj

n

k
kk

m

i
ii zyx

111

. 

Тогда обязательно должны существовать индексы h  и r , для которых 0≠hy  

и 0≠rz : иначе мы получили бы нетривиальную линейную зависимость меж-

ду элементами базиса 1W  или 2W . Следовательно, ненулевой вектор 

2

1

W∈′′∑
=

p

j
jjz e  

должен лежать в 21 WW ∩ , так как  

∑∑∑
===

′−−=′′
p

k
kk

m

i
ii

p

j
jj yxz

111

eee  

и поэтому он представим в виде линейной комбинации векторов meee ,,, 21 K , 

а следовательно вектора nmm eeeee ′′ + ,,,,,, 121 KK  линейно зависимы, что про-

тиворечит их определению. А из того, что pmnmm eeeeeee ′′′′′′ ++ ,,,,,,,,, 1121 KKK  

есть базис пространства 21 WW + , следует, что 

)Wdim(WWdimWdim)Wdim(W 212121 ∩−+=−+=+ mpn . 

Теорема доказана.  

Доказанная теорема приводит к одной конструкции, специализирующей 

конструкцию суммы подпространств.  
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Определение 8.1. Пусть 1W  и 2W  подпространства линейного простран-

ства V . Тогда подпространство VWW 21 ⊂+  называется прямой суммой под-

пространств 1W  и 2W , и обозначается 21 WW ⊕ , если каждый его вектор 

единственным образом представляется в виде yx + , где 1W∈x , 2W∈y  [8].  

Имеет место следующее утверждение. 

Теорема (о прямой сумме). Подпространство VWW 21 ⊂+  тогда и толь-

ко тогда является прямой суммой подпространств 1W  и 2W  когда их пересе-

чение содержит только нулевой вектор.  

Доказательство. Если для 11 W, ∈xx  и 21 W, ∈yy  имеет место равенст-

во 11 yxyx +=+ , то вектор 2111 WW ∩⊂−=− yyxx . Поэтому, если пересе-

чение }{WW 21 0=∩ , то 1xx =  и 1yy = , то есть представление каждого век-

тора из 21 WW +  в виде yx + , где 11 W, ∈xx  и 21 W, ∈yy  единственно.  

Обратно, если }{WW 21 0≠∩ , и 21 WW ∩∈a , 0a ≠ , то для любых векто-

ров 1W∈x  и 2W∈y  будет иметь место равенство )()( ayaxyx −++=+ , 

показывающее, что представление векторов из 21 WW +  в виде yx + , где 

1W∈x , а 2W∈y  не единственно.  

 
4. Рассмотрим ещё одну конструкцию, связанную с подпространствами 

линейных пространств. 

Определение 9.1. Пусть W  произвольное подпространство линейного 

пространства V . Вектора V, ∈yx  называются сравнимыми по модулю W , 

если W∈− yx . В этом случае пишут Wmodyx ≡ .  

Отношение сравнимости является отношением эквивалентности. Соот-

ветствующие классы сравнимых по модулю W  векторов называются смеж-

ными классами пространства V  по подпространству W . Класс, содержащий 

вектор x , состоит из всех векторов вида ax + , где W∈a ; этот класс обозна-

чают W+x .    

Сравнения можно складывать и умножать на скаляры, то есть если  

Wmodyx ≡  и Wmod11 yx ≡ , то Wmod11 yyxx +≡+ , и Wmodyx kk ≡ . 

Действительно, если W∈− yx  и W11 ∈− yx , то 

W)()()()( 1111 ∈−+−=+−+ yxyxyyxx  



 15 

и, аналогично, W)( ∈−=− yxyx kkk .   

Для смежных классов это означает, что формулы 

                 W)(W)(W)( ++=+++ yxyx   и  WW)( +=+ xx kk                 (2,1) 

корректно определяют их сумму и произведение на число. При этом такие 

операции удовлетворяют аксиомам линейного пространства, и, следователь-

но множество смежных классов линейного пространства V  по его подпро-

странству W  образуют линейное пространство, которое называется фактор-

пространством линейного пространства V  по его подпространству W . Обо-

значается оно символом WV . 

Теорема (о факторпространствах) Если 21 WWV ⊕= , то 2W  изоморф-

но 1WV .  

Доказательство. Рассмотрим отображение 12 WVW: →ϕ , определён-

ное формулой 1W)( += xxϕ  для любого 2W∈x . Если )()( 1xx ϕϕ = , то есть 

111 WW +=+ xx , то 11 W∈− xx , а значит 1xx = .  

С другой стороны, любой вектор V∈z  однозначно представляется сум-

мой yxz += , где 1W∈x , а 2W∈y  и потому 11 WW +=+ xz . То есть ото-

бражение 12 WVW: →ϕ  биективное. Кроме того оно сохраняет сумму и 

произведение на число, и потому это отображение есть изоморфизм.  
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Глава 2.  Линейные алгебры над полем 
 

1. Определение 1.2. Линейной алгеброй над полем P  называется линей-

ное пространство A , если на этом пространстве задана операция умножения 

векторов, то есть билинейное отображение AAA: →×ϕ . При этом вектора 

линейного пространства алгебры A  называются её элементами [3], [9].  

По традиции произведение ),( baϕ  будет обозначаться так baba ⋅≡),(ϕ  

для любых векторов A, ∈ba . Тогда билинейность произведения приобретёт 

следующий вид: 

)()()()()()( dbcbdacadcba ⋅+⋅+⋅+⋅=+⋅+ hqhkrqrkqkhr . 

В дальнейшем линейные алгебры будут рассматриваться только над по-

лем вещественных чисел R  или над полем комплексных чисел C  и потому 

скаляры будем называть числами. При этом, если необходимо уточнить поле 

над которым рассматривается алгебра, то будут применяться такие обозначе-

ния: )A(R  для вещественных алгебр и )A(C  для комплексных алгебр.  

Алгебра A  называется конечномерной, если A , как линейное простран-

ство, конечномерно; и его размерность называется размерностью алгебры. 

Мы будем в основном рассматривать конечномерные алгебры, и алгебру раз-

мерности n  будем обозначать nA . 

Базис neee ,,, 21 K  линейного пространства алгебры nA  называется и ба-

зисом алгебры. И тогда любой элемент nA∈x  будет записываться так: 

∑
=

=+++=
n

k
kknn xxxx

1

2211 eeee Kx , 

где числа kx  называются координатами элемента nA∈x .  

Запишем произведение базисных элементов neee ,,, 21 K  алгебры nA : 

                                                 ∑
=

=⋅
n

m
mkhmhk c

1

eee ,                                          (1,2) 

коэффициенты khmc  называются структурными константами. Они определя-

ют произведения любых элементов алгебры nA : если  

∑
=

=
n

k
kkx

1

ex  и ∑
=

=
n

k
kky

1

ey ,  

то  
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=⋅=







⋅







=⋅= ∑∑∑∑

= ===

n

k

n

h
hkhk

n

h
hh

n

k
kk yxyx

1 111

eeeeyxz  

∑∑∑ ∑
== = =

=






 n

m
mm

n

k

n

h

n

m
mkhmhk zcyx

11 1 1

ee , 

то есть 

∑∑
= =

=
n

k

n

h
khmhkm cyxz

1 1

. 

 

2. Определение 2.2. а) Алгебра nA  называется коммутативной, если для 

любых nA, ∈yx  справедливо тождество xyyx ⋅=⋅ . 

б) Алгебра nA  называется ассоциативной, если для любых nA,, ∈zyx  

справедливо тождество )()( zyxzyx ⋅⋅=⋅⋅ . 

в) Алгебра nA  называется унитальной (или унитарной), если существует 

элемент nA∈e , такой, что xexxe =⋅=⋅  для любых nA∈x . При этом эле-

мент e  называется единицей алгебры. 

Если алгебра nA  коммутативная, то структурные константы удовлетво-

ряют тождеству hkmkhm cc = . Действительно, так как 

∑∑
==

=⋅==⋅
n

m

mhkmkh

n

m

mkhmhk cc
11

eeeeee , 

то hkmkhm cc = . Пусть теперь алгебра nA  ассоциативная, тогда 

∑ ∑∑
= ==









=⋅=⋅⋅

n

m
l

n

l
mrlkhm

n

m
rmkhmrhk ccc

1 11

)( eeeeee , 

и   

∑ ∑∑
= ==









=⋅=⋅⋅

n

m
l

n

l
kmlhrm

n

m
mkhrmrhk ccc

1 11

)( eeeeee , 

поэтому 

∑ ∑∑ ∑
= == =









=







 n

m

n

l
kmlhrm

n

m

n

l
mrlkhm cccc

1 11 1

. 

Определение 3.2. Элемент nA∈a  унитальной алгебры nA  называется 

обратимым, если найдётся такой элемент nA
1 ∈−a , что eaaaa =⋅=⋅ −− 11

. 

Если nA∈a  обратимый элемент, то элементарные линейные уравнения 

bxa =⋅ , bax =⋅  и cbxa =⋅⋅  имеют единственное решение. Для первого 
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уравнения bax ⋅= −1
, для второго – 

1−⋅= abx , наконец для третьего уравне-

ния решение имеет такой вид: 
11 −− ⋅⋅= bcax . 

Множество обратимых элементов ассоциативной алгебры nA  образуют 

группу относительно умножения, так как произведение обратимых элементов 

nA, ∈ba  будет снова обратимым элементом nA∈⋅ ba , где 111
)(

−−− ⋅=⋅ abba , 

при этом умножение ассоциативно, и очевидно единица алгебры – элемент 

обратимый. Группа обратимых элементов называется регулярной группой 

данной ассоциативной алгебры.  

 Определение 4.2. Отличный от нуля элемент nA∈a  называется делите-

лем нуля, если найдётся не равный нулю элемент nA∈b  такой, что 0ba =⋅ . 

Нетрудно видеть, что делитель нуля в ассоциативной алгебре элемент 

необратимый. Действительно, если предположить, что делитель нуля nA∈a  

обратим, то умножив тождество 0ba =⋅  на 1−a  мы получим, что 0b = . 

 

3. Приведём примеры линейных алгебр. 

А) Поле вещественных чисел R  само будет вещественной одномерной 

линейной алгеброй над самим полем R  

Б) Поле комплексных чисел C  будет комплексной одномерной линей-

ной алгеброй над самим полем C .  

С другой стороны C  является двумерной алгеброй над полем R . В этом 

случае базисом будет единица и мнимая единица i  для которой 1
2 −=i . Та-

ким образом, произведение комплексных чисел имеет такой вид: 

                            iaybxbyaxiyxibazc )()()()( ++−=+⋅+≡⋅ .                       (2,2) 

Отсюда следует, что C  это коммутативная и ассоциативная алгебра над R , и 

каждое (ненулевое) комплексное число ibac +=  обратимо, где 

22

1

ba

iba
c

+
−=−

,  так как  1
))((

22

1 =
+

−+=⋅ −

ba

ibaiba
cc . 

Таким образом, регулярную группу алгебры C  образуют все ненулевые ком-

плексные числа. 

Комплексное число ibac −=  называется сопряжённым к ibac += , и 

для произведения комплексных чисел получается, что 
22

bacc += . Отсюда 
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следует такое тождество: ))(()()( zzccczcz = . Расписанное в координатах оно 

называется “тождеством двух квадратов” и имеет такой вид: 

222222
)()())(( aybxbyaxyxba ++−=++ . 

 
В) Алгебра кватернионов H  над полем действительных чисел. Базис 

этой алгебры образует единица и элементы i , j , k , а произведение опреде-

ляется следующими структурными тождествами: 1
222 −=== kji , и  

kijji =⋅−=⋅ ,   ijkkj =⋅−=⋅ ,   jkiik =⋅−=⋅ . 

Таким образом, произведение кватернионов имеет такой вид: 

=+++⋅+++=⋅ )()( 32103210 kjikjixa xxxxaaaa  

++−++−−−= i)()( 3223100133221100 xaxaxaxaxaxaxaxa  

                kj )()( 3021120331201302 xaxaxaxaxaxaxaxa ++−+−+++ .        (3,2) 

Отсюда получается такое замечательное тождество: 

2
3

2
2

2
1

2
032103210 )()( xxxxxxxxxxxx +++=−−−⋅+++ kjikji .  

При этом кватернион kjix 3210 xxxx −−−=  называется сопряжённым к ква-

терниону kjix 3210 xxxx +++= . 

Очевидно алгебра H  некоммутативная. Но можно прямым вычислением 

показать, что умножение кватернионов ассоциативно [10]. Кроме того, каж-

дый (ненулевой) кватернион kjia 3210 aaaa +++=  имеет обратный: 

aa

akji
a

⋅
=

+++
−−−=−

2
3

2
2

2
1

2
0

32101

aaaa

aaaa
. 

Таким образом, регулярную группу алгебры H  образуют все ненулевые ква-

тернионы. Ассоциативность умножения кватернионов приводит к одному 

любопытному тождеству. Так как 
111

)(
−−− ⋅=⋅ abba , то abba ⋅=⋅ )( , и потому 

))(()()()( bbaabaabbaba ⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ . 

В координатах это тождество имеет такой вид: 

=++++++ ))((
2
3

2
2

2
1

2
0

2
3

2
2

2
1

2
0 bbbbaaaa  

++−++−−−= 2
32231001

2
33221100 )()( babababababababa  

2
30211203

2
31201302 )()( babababababababa ++−+−+++ , 

и называется “тождеством четырёх квадратов”, аналогично “тождеству двух 

квадратов” [10]. Алгебра H  была открыта Гамильтоном в 1843 году.  



 20 

 
Г) Множество ][nM  квадратных матриц nn ×  относительно сложения 

матриц, умножения матриц на числа и умножения матриц. Это ассоциатив-

ная и некоммутативная алгебра размерности 
2n . Некоммутативность умно-

жения видна, например, из таких соотношений:   









=








⋅







≡⋅≠








=








⋅







≡⋅

01

00

00

01

01

00

00

00

01

00

00

01
abba .  

Регулярную группу образуют матрицы с определителем отличным от 

нуля, так как такие матрицы и только они имеют обратные, с другой стороны 

произведение матриц с определителем отличным от нуля будет матрицей с 

определителем отличным от нуля, так как определитель произведения мат-

риц равен произведению определителей матриц сомножителей. 

 

Д) В качестве последнего примера рассмотрим целый класс алгебр, ко-

торые называются групповыми алгебрами. Они определяются следующим 

образом. Пусть nG  некоторая конечная группа и nggg ,,, 21 K  её элементы, 

тогда формальные линейные комбинации nnxxx ggg +++= K2211x , где kx  

вещественные или комплексные числа, образуют линейную алгебру, умно-

жение элементов которой индуцируется умножением элементов группы ба-

зовой nG . Обозначим групповые алгебры )( nGR  или )( nGC . 

 

4. Рассмотрим линейное уравнение bxa =⋅  в алгебре nA . Это уравне-

ние эквивалентно системе линейных скалярных уравнений 

                             m

n

h
h

n

k
khmk bxca =








∑ ∑

= =1 1

  или  m

n

h

hhm bxA =∑
=1

,                       (4,2) 

где ∑
=

=
n

k

khmkkm caA
1

, а khmc  структурные константы алгебры nA .  

Определение 5.2. Определитель системы линейных скалярных уравнений 

(4,2) будем называть левым детерминантом элемента nA∈a  и обозначать 

[ ]hmL Adet)( =∆ a , 

где [ ]hmA  матрица коэффициентов системы уравнений (4,2). 

Рассмотрим ещё линейное уравнение bax =⋅  в алгебре nA . Это уравне-

ние эквивалентно системе линейных скалярных уравнений 
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                             m

n

k
k

n

h
khmh bxca =








∑ ∑

= =1 1

  или  m

n

k

kkm bxA =∑
=1

,                       (5,2) 

где ∑
=

=
n

h

khmhhm caA
1

, а khmc  структурные константы алгебры nA .  

Определение 6.2. Определитель системы линейных скалярных уравнений 

(5,2) будем называть правым детерминантом элемента nA∈a  и обозначать 

[ ]kmR Adet)( =∆ a , 

где [ ]kmA  матрица коэффициентов системы уравнений (5,2). 

Очевидно, что для коммутативных алгебр детерминанты )(aL∆  и )(aR∆ , 

и в этом случае пишут )()()( aaa RL ∆=∆=∆ . 

Для примера возьмём (коммутативную) алгебру комплексных чисел. Из 

тождества (2,2) получаем, что 

22
)( ba

ab

ba
iba +=

−
=+∆ . 

Возьмём теперь алгебру кватернионов. Из тождества (3,2) получаем 

22
3

2
2

2
1

2
0

0123

1032

2301

3210

3210 )()( aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaaL +++=

−
−

−
−−−

=+++∆ kji . 

Заметим теперь, что 

=+++⋅+++=⋅ )()( 32103210 kjikjixa aaaaxxxx  

++−++−−−= i)()( 3223100133221100 axaxaxaxaxaxaxax  

kj )()( 3021120331201302 axaxaxaxaxaxaxax ++−+−+++ . 

Поэтому 

22
3

2
2

2
1

2
0

0123

1032

2301

3210

3210 )()( aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaaR +++=

−
−

−
−−−

=+++∆ kji . 

Алгебра кватернионов некоммутативная, однако, для элементов этой ал-

гебры детерминанты )(aL∆  и )(aR∆  совпадают, хотя матрицы этих опреде-

лителей различные. Но это исключение, в общем случае )()( aa RL ∆≠∆ . 
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Возьмем, например, алгебру 3K , элементами которой будут линейные 

комбинации 22110 ee xxx ++=x , а умножение определяется следующими 

структурными тождествами: 

121 eee =⋅ ,   212 eee =⋅ ,   1
2
2

2
1 == ee . 

Очевидно, что алгебра 3K  некоммутативна. Для неё 

=++++ ))(( 2211022110 eeee xxxaaa  

=++++++++= 222122021211110122011000 xaxaxaxaxaxaxaxaxa eeeeee  

22012021211001221100 )()()( ee xaxaxaxaxaxaxaxaxa ++++++++= , 

==++∆

022

101

210

22110 )(

aaa

aaa

aaa

aaaL ee  

210
2
10

2
20

2
21

2
12

3
0 aaaaaaaaaaaa −−−++= . 

С другой стороны 

=++++ ))(( 2211022110 eeee aaaxxx  

=++++++++= 222122021211110122011000 axaxaxaxaxaxaxaxax eeeeee  

22120021121001221100 )()()( ee xaxaxaxaxaxaxaxaxa ++++++++= , 

=
+

+=++∆

102

201

210

22110

0

0)(

aaa

aaa

aaa

aaaR ee  

=+−+−++= )()())(( 10
2
120

2
220100 aaaaaaaaaaa  

0
2
20

2
1

3
2

3
1210

2
021

3
0 )( aaaaaaaaaaaaa −−−−+++= . 

Таким образом )()( 2211022110 eeee aaaaaa RL ++∆≠++∆ . Кстати, 3K , даёт 

пример неассоциативной  алгебры, так как, например 

1)( 11211 =⋅=⋅⋅ eeeee ,  а  2211 )( eeee =⋅⋅ ,  то есть 211211 )()( eeeeee ⋅⋅≠⋅⋅ . 

 

5. Определение 7.2. а) Подпространство mB  линейного пространства ал-

гебры nA  называется подалгеброй, если для любых векторов mB, ∈yx  их 

произведение mB∈⋅ yx . 

б) Подпространство nm AB ⊂  называется левым идеалом в алгебре nA , 

если mB∈⋅ ba  для любых mB∈b  и для любых nA∈a .   
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в) Подпространство nm AB ⊂  называется правым идеалом в алгебре nA , 

если mB∈⋅ab  для любых mB∈b  и для любых nA∈a .   

г) Подпространство nm AB ⊂  называется двусторонним идеалом в ал-

гебре nA , если mB  является одновременно левым и правым идеалом. 

Примером подалгебры для любой унитальной (унитарной) алгебры яв-

ляется поле, над которым рассматривается данная алгебра. В частности поле 

вещественных чисел R  будет подалгеброй алгебры комплексных чисел C  и 

кватернионов H .  

Множество HC ⊂)(i  кватернионов вида iyx +  будет подалгеброй ал-

гебры кватернионов. Подалгебрами в H  будут также множества )( jC  и )(kC  

кватернионов вида jyx +  и кватернионов вида kyx + . И вообще для любого 

фиксированного H∈h  множество )(hC  кватернионов вида hyx +  будет по-

далгеброй в алгебре кватернионов.   

Нетрудно видеть, что приведённые выше подалгебры не являются идеа-

лами. Для того чтобы привести примеры левых и правых идеалов мы обра-

тимся к алгебре ][nM  квадратных матриц. Обозначим ][1 nM  множество мат-

риц следующего вида: 



















=

00

00

00
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1
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a

a

m . 

Нетрудно видеть, что ][1 nM  будет подалгеброй в ][nM , так как 




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
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










⋅









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







00

00

00

00

00

00

00

00

00
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1121

1111

1
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1
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K
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LLLL
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K
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ba
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b

b

b
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nnn

 

Покажем, что ][1 nM  будет левым идеалом в алгебре ][nM . Действительно 
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][
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1
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n
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bababa

nnnnn

nn

nn

M∈
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Обозначим теперь ][
1 nM  множество матриц следующего вида: 



















=

000

000

11211

1

K

LLLL

K

K naaa

m . 

Нетрудно видеть, что ][
1 nM  будет подалгеброй в ][nM , так как 
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Покажем, что ][
1 nM  будет правым идеалом в алгебре ][nM . Действительно 
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6. Приведём теперь примеры некоторых алгебр, которые не являются 

конечномерными, но играют важную роль в разных разделах математики.   

а) Множество ][xP  многочленов от одной переменной 

                                  
n

nn xaxaxaaxp ++++= K
2

210)( .                                (6,2) 
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Очевидно, что ][xP  является коммутативной, ассоциативной и унитальной 

алгеброй. При этом обратимыми будут только ненулевые многочлены нуле-

вой степени. 

б) Множество ],,,[ 21 mxxx KP  многочленов от m  переменных 

                       ∑
≤+++

=
nkkk

k
m

kk
kkkmn

m

m

m
xxxaxxxp

K

K
KK

21

21

21 2121 ),,,( ;                (7,2) 

в формуле (7,2) суммирование ведётся по всем наборам mkkk ,,, 21 K , для ко-

торых сумма натуральных чисел nkkk m ≤+++ K21 . Очевидно, что множе-

ство ],,,[ 21 mxxx KP  многочленов от m  переменных является коммутативной, 

ассоциативной и унитальной алгеброй. При этом обратимыми будут только 

ненулевые многочлены нулевой степени. 

Если в алгебре ][xP  зафиксировать некоторый многочлен )(xf , то мно-

жество ))(( xfJ  многочленов )()( xfxpn , где )(xpn  какие угодно многочлены 

из ][xP , будет двусторонним идеалом в алгебре ][xP . Действительно если 

))(()(),( xfxhxg J∈ , то это означает, что )()()( xfxpxg n=  и )()()( xfxqxh m= , а 

потому ))(()())()(()()( xfxfxqxpxhxg mn J∈+=+  и для любого многочлена 

][)( xxrk P∈  и какого угодно многочлена ))(()()()( xfxfxpxg n J∈=  мы будем 

иметь ))(()()()()()( xfxfxpxrxgxr nkk J∈= . 

Аналогично, если в алгебре ],,,[ 21 mxxx KP  зафиксировать некоторый 

многочлен ),,,( 21 mxxxf K , то множество )),,,(( 21 mxxxf KJ  многочленов 

),,,(),,,( 2121 mmn xxxfxxxp KK , где ),,,( 21 mn xxxp K  какие угодно многочле-

ны из ],,,[ 21 mxxx KP , будет двусторонним идеалом в алгебре ],,,[ 21 mxxx KP . 

Определение 8.2. Пусть A  алгебра над полем P  и J  двусторонний идеал 

в данной алгебре, то факторпространство JA  называется факторалгеброй, 

если для любых элементов JAJJ ∈++ ba ,  определить умножение по сле-

дующей формуле: 

                                    JAJJ)(J)( ∈+⋅=+⋅+ baba .                                   (8,2) 

Формула (8,2) определена корректно в силу определения двустороннего 

идеала и дополняет формулы (2,1) до определения структуры линейной ал-

гебры на множестве классов JA . 
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Легко видеть, что сопоставление элементу A∈a  класса JAJ ∈+a  явля-

ется гомоморфизмом JAA: →F , который называется каноническим [11]. 

То есть J)( += aaF , и при этом  

J)( ++=+ babaF ,  J)( += aa zzF ,  J)( +⋅=⋅ babaF , 

для любых A∈ba,  и любых P∈z . 

Приведём примеры факторалгебр.  

А) Пусть RP = , и ][xR  алгебра вещественных многочленов одной пе-

ременной, и пусть 1)(
2 += xxf . Тогда факторалгебра )1(][

2 +xx JR  изо-

морфна полю комплексных чисел C , причём C∈i  есть образ x  в факторал-

гебре )1(][
2 +xx JR , и iba +  образ bxa +  [11]. 

Б) Пусть RP = , и ][xR  алгебра вещественных многочленов одной пере-

менной, и пусть 2
)( xxf = . Тогда факторалгебра )(][

2
xx JR  изоморфна ал-

гебре дуальных чисел )(2 ωR , то есть двумерной алгебре, элементами которой 

будут суммы ωba + , где R∈ba, , а R∉ω , но 0
2 =ω  [12]. 

В) Пусть RP = , и ][xR  алгебра вещественных многочленов одной пе-

ременной, и пусть m
xxf =)( . Тогда )(][

m
xx JR  изоморфна алгебре плюраль-

ных чисел )(ωmR , то есть −m мерной алгебре, элементами которой будут 

суммы 
1

1
2

210
−

−++++ m
maaaa ωωω K , где R∈ka , а R∉ω , но 0

2 =ω  [9].   

Г) Пусть СP = , и ][xС  алгебра комплексных многочленов одной пере-

менной, и пусть 1)(
2 −= xxf . Тогда факторалгебра )(][

2
xx JС  изоморфна 

алгебре двойных комплексных чисел или тесарионов )(2 εC , то есть двумер-

ной алгебре, элементами которой будут суммы εba + , где C∈ba, , а C∉ε , 

но 1
2 =ε  [13]. Если же в этой конструкции заменить поле C  на поле R , то 

факторалгебра )(][
2

xx JR  будет изоморфна алгебре )(2 εR  двойных вещест-

венных чисел εba + , где R∈ba, , а R∉ε  [9], [13]. 

-------- 

Большое разнообразие алгебр делает целесообразным изучение отдель-

ных их классов, которые имеют те или иные приложения. В следующей главе 

мы рассмотрим один классов алгебр.   
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Глава 3.  Алгебры циклических чисел 

 

1. Определение 1.3. Циклическими числами порядка m  над полем P  на-

зываются формальные линейные комбинации такого вида 

                                      1
1

2
210

−
−++++= m

mxxxx εεε Kx ,                            (1,3) 

где P∈−10 ,, mxx K , а дополнительный элемент ε  и его степени 12 ,, −m
εε K  не 

принадлежат полю P , но 1=m
ε .   

Для таких формальных сумм можно определить покомпонентное сложе-

ние и умножение, дистрибутивное относительно сложения, так что  

×++++≡⋅ −
− )( 1
1

2
210

m
maaaa εεε Kxa  

=++++× −
− )( 1
1

2
210

m
mxxxx εεε K  

++++++= −−−− )( 1122221100 mmmm xaxaxaxaxa K  

+++++++ −−− ε)( 1223211001 mmm xaxaxaxaxa K  

++++++++ −− KK
2

1324201102 )( εmm xaxaxaxaxa  

+++++++ −
−−−−−−

2
1120241302 )( m

mmmmmm xaxaxaxaxa εK  

                   1
1021231201 )( −

−−−−− ++++++ m
mmmmm xaxaxaxaxa εK .             (2,3) 

Определение 2.3. Коммутативную и ассоциативную алгебру с умноже-

нием, определённым тождеством (2,3), при условии, что единица, дополни-

тельный элемент ε  и его степени 12 ,, −m
εε K  линейно независимы, обознача-

ют )(εPm  (или кратко mP ) и называют циклической алгеброй порядка m  над 

полем P  а циклические числа – элементами алгебры )(εPm . При этом алгеб-

ра )(εPm  унитальная, и её единицей будет единица поля P  [9].   

В дальнейшем мы будем рассматривать только алгебры циклических чи-

сел либо над полем R , либо над полем C . Число P∈0x  называют скаляром 

циклического числа x  и обозначают )s(x , а линейную комбинацию элемен-

тов 12 ,,, −m
εεε K  называют дополнением (также дополнительной или псевдо-

мнимой частью) числа x  и обозначают 1
1

2
21pr −

−+++= m
mxxx εεε Kx .   

Заметим ещё, что алгебра циклических чисел )(εPm  изоморфна факто-

ралгебре )1(][ −m
xx JP .  
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Простейшей циклической алгеброй над полем вещественных чисел бу-

дет алгебра )(2 εR , которая называется алгеброй двойных вещественных чи-

сел. А простейшей циклической алгеброй над полем комплексных чисел бу-

дет алгебра )(2 εC , которую называют алгеброй двойных комплексных чисел 

или алгеброй тесарионов [13]. Эти алгебры будут для нас модельными, то 

есть мы будем изучать их свойства, а затем смотреть, как эти свойства моди-

фицируются при переходе к вещественным и комплексным алгебрам цикли-

ческих чисел произвольных порядков. 

 
2. Первым делом рассмотрим в алгебре двойных чисел )(2 εP  линейное 

уравнение bxa =⋅ . Оно эквивалентно системе скалярных уравнений 

                                                     




=+
=+

01001

01100

bxaxa

bxaxa
.                                        (3,3) 

Поэтому для детерминанта числа )(2 εP∈a  получаем 

))(()( 1010
2
1

2
0

01

10
2 aaaaaa

aa

aa
−+=−==∆ a  

Отсюда видно, что элемент )(2 εP∈a  обратим тогда и только тогда, когда 

0)( ≠∆ a , то есть, когда 10 aa ±≠ . В этом случае система (3,3) имеет единст-

венное решение, которое можно найти по формулам Крамера: 

2
1

2
0

1100

2

01

10

0
)( aa

ababab

ab

a
−
−=

∆
=

a
   и   

2
1

2
0

1001

2

11

00

1
)( aa

ababba

ba

a
−
−=

∆
=

a
. 

Аналогичная ситуация имеет место и для любых алгебр )(εPm . В силу 

(2,3) линейное уравнение bxa =⋅ . Эквивалентно системе  

                 















=+++++
=+++++

=+++++
=+++++
=+++++
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−−−−−−−

−−
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−−−−

11021231201

21120241302

21324201102

11223211001

01122221100

mmmmmm

mmmmmmm
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mmm
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bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

bxaxaxaxaxa

K

K

LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL

K

K

K

          (4,3) 

Поэтому для детерминанта числа )(εPm∈a  получаем 
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01321

10432

34012

23101

12210

)(

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

mmm

mmmm

m

mm

m

K

K

LLLLLL

K

K

K

−−−

−−−−

−

−−

=∆ a .                     (5,3) 

Элемент )(εPm∈a  обратим тогда и только тогда, когда 0)( ≠∆ am . В этом 

случае система (4,3), а вместе с ней и уравнение bxa =⋅  имеет единственное 

решение, которое можно найти по формулам Крамера. 

Вычислим для примера )(3 a∆  и )(4 a∆ : 

210
3
2

3
1

3
0

012

201

120

3 3)( aaaaaa

aaa

aaa

aaa

−++==∆ a , 

−+−−+−==∆ 2
3

2
1

2
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2
0

4
3

4
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4
1

4
0

0123

3012

2301

1230

4 22)( aaaaaaaa

aaaa
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aaaa

aaaa

a  

20
2
331

2
220

2
131

2
0 4444 aaaaaaaaaaaa +−+− . 

С ростом порядка m  вычисление детерминантов )(am∆  становится тех-

нически трудной задачей. Поэтому желательно иметь общую формулу для 

вычисление )(am∆ . Такая формула даётся следующей теоремой. 

Теорема (о циркулянтах). Определители вида (5,3) называются цирку-

лянтами и для их вычисления справедливо тождество [14]: 
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                                )( 12
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m xxxx ααα K ,                        (6,3) 
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где 
m

m mim 1)2sin()2cos( ≡+= ππα  – комплексный примитивный ко-

рень −m той степени из единицы.   

Идею доказательства мы сначала поясним на примере. И для этого вы-

числим следующее произведение определителей 
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1
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))()((

αα
αααααα xxxxxxxxx ++++++= ,   (7,3) 

и так как 0)(3)V( 3
2
33 ≠−= ααα , то мы из тождества (7,3) получаем, что  

))()(( 231
2
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2
3130210

012

201

120

xxxxxxxxx

xxx

xxx

xxx

αααα ++++++=  

Для доказательства леммы в общем виде рассмотрим определитель Ван-

дермонда, составленный из степеней комплексного числа mα : 
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и умножим его на детерминант произвольного элемента )(εCm∈x  
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в результате чего получим 
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и так как для определителя Вандермонда [14] 

0)()V( ≠−= ∏
>qp

q
m

p
mm ααα , 

то  

































=∆ ∑∑∑∑

−

=

−
−

=

−

=

−

=

1

0

)1(
1

0

2
1

0

1

0

)(
m

k
k

km
m

m

k
k

k
m

m

k
k

k
m

m

k
km xxxx ααα Kx . 

Теорема доказана.  

Заметим, что формула (6,3) справедлива как для комплексных цикличе-

ских чисел, так и для вещественных циклических алгебр. И для веществен-

ных циклических алгебр детерминант естественно будет вещественно вели-

чиной, а комплексные числа mα  в этом случае имеют вспомогательный ха-

рактер и при перемножении линейных множителей дают вещественные 

квадратичные множители. Подобно тому, как в тождестве 

))()(())()()(( 2244 yxyxyxiyxiyxyxyxyx +−+=−+−+=−  

исчезает мнимая единица i . 

Из формулы (6,3) получаются разложения на линейные и квадратичные 

множители некоторых многочленов. Например 

=−++=∆ 210
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3
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3
03 3)( xxxxxxx  

=++++++= ))()(( 231
2
302

2
3130210 xxxxxxxxx αααα  

=−−−++++= ))(( 022110
2
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2
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2
0210 xxxxxxxxxxxx  
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2))()())((( 2
02

2
21

2
10210 xxxxxxxxx −+−+−++= , 

где 2)31()32sin()32cos(3 ii +−=+= ππα . Другие тождества будут приве-

дены в последней главе. 

 
3. Для двойного числа )(210 εPε∈+= xxx  число )(210 εPε∈−= xxx  (по 

аналогии с комплексными числами) называется сопряжённым, а переход от 

)(2 εP∈x  к )(2 εP∈x  называется оператором сопряжения. 

Роль оператора сопряжения определяется таким тождеством:  

                                   2
1

2
01010 )()( xxxxxx −=−⋅+≡⋅ εεxx                            (8,3) 

то есть произведение двойного числа на сопряжённое ему двойное число бу-

дет просто числом. При этом нетрудно видеть, что оператор сопряжения яв-

ляется инволютивным автоморфизмом алгебры двойных чисел, то есть 

                                   yxyx +=+ ,   yxyx ⋅=⋅    и   xx =                         (9,3) 

для любых )(, 2 εP∈yx . 

Естественно возникает вопрос: какая конструкция будет обобщением 

оператора сопряжения в произвольных циклических алгебрах? Ответ на этот 

вопрос для комплексных циклических чисел даёт следующее определение.  

Определение 3.3. Для любого )(1
1

2
210 εCεεε m

m
mxxxx ∈++++= −

−Kx  цик-

лическое число )()( 1
1

12
2

2
10 εCεεε m

m
m

m
mmmm xxxx ∈++++= −

−
−αααα Kx  мы бу-

дем называть резольвентой циклического числа x , а оператор, переводящий 

циклическое число x  в циклическое число )( mαx  – резольвентным опера-

тором, или оператором резольвенты, и обозначать )()(:ˆ εCεCα mmm → .  

Применяя несколько раз к циклическому числу )(εCm∈x  резольвент-

ный оператор, мы получим резольвенту −k того порядка 

)()))(ˆ(ˆ((ˆ(ˆ)(ˆ k
m

k

mmmm
k
m αxxx =≡ K

444 3444 21
K ααααα , 

и для единообразия иногда будем писать )1(xx ≡ .  

Нетрудно видеть, что резольвентный оператор является мультиинволю-

тивным ( −m того порядка) автоморфизмом, то есть 

    )(ˆ)(ˆ)(ˆ yxyx mmm ααα +=+ , )(ˆ)(ˆ)(ˆ yxyx mmm ααα ⋅=⋅  и xx =)(ˆ m
mα , (10,3) 
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где x  и y  произвольные комплексные циклические числа. 

Первое и последнее из этих тождеств очевидно, а среднее доказывается 

непосредственным перемножением резольвент. Например 

=++⋅++≡⋅ )()()(ˆ)(ˆ 2
2

2
3130

2
2

2
313033 εεεεαα yyyxxx ααααyx  

=++++++++= 2
201102

2
221001211200 )()()( εε yxyxyxyxyxyxyxyxyx mm αα  

)(ˆ 3 yx ⋅= α  

Заметим ещё, что мультиинволютивными автоморфизмами будут и резоль-

вентные операторы любых порядков, хотя порядок инволютивности у них 

может быть меньшим m . 

Очевидно, что в алгебре двойных чисел резольвентный оператор совпа-

дает с оператором сопряжения, так как 12 −=α . Так что оператор резольвен-

ты можно считать обобщением на произвольные циклические алгебры опе-

ратора сопряжения из алгебры двойных чисел. И так как резольвентный опе-

ратор обобщает оператор сопряжения, то можно предположить, что в цикли-

ческих алгебрах произвольного порядка должны присутствовать тождества, 

аналогичные тождеству (8,3).  

Такие тождества на самом деле существуют в любых циклических ал-

гебрах, но прежде чем мы их предъявим, нам надо будет рассмотреть некото-

рые свойства резольвент циклических чисел.  

 
4. Возьмём в произвольной циклической алгебре следующий элемент: 

m

m 12

0

1
−++++= εεε

ε
K

. 

Нетрудно видеть, что этот элемент является идемпотентом, то есть удовле-

творяет тождеству 000
2
0 εεεε =⋅≡ ; мы назовём его главным идемпотентом 

алгебры )(εPm . И основным свойством главного идемпотента, которое и оп-

ределяет его роль в теории циклических алгебр, является тождество: 

                                                     00 )sp( εε xx =⋅ ,                                         (11,3) 

где величина 1210
1

1
2

210 )sp()sp( −
−

− ++++=++++≡ m
m

m xxxxxxxx KK εεεx  

называется следом циклического числа x . 

Рассмотрим теперь резольвенты всех степеней )(0 εCε m∈ : 
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)(01 mαεε = ,  )( 2
02 mαεε = , … , )( 1

01
−

− = m
mm αεε . 

Для этих элементов алгебры )(εCm  справедливо важное утверждение, кото-

рое мы сформулируем как теорему.  

Теорема. (О резольвентах главного идемпотента).  

1) Элементы 1210 ,,,, −mεεεε K  идемпотентно ортогональны, то есть 

                                           




≠
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=⋅
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khеслиk
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0

ε
εε ;                                    (12,3) 

2) Резольвенты главного идемпотента линейно независимы.     

Доказательство. Во-первых, заметим, что если kh = , то 

kkkkkkk εεαεεαεαεαεε ==⋅=⋅=⋅ )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 00000 . 

Если же hk ≠ , и для определённости nhk += , то 0)(ˆ 0 =⋅=⋅ εεαεε nhhk , 

так как 0)1(sp 0
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00 =++++==⋅ −
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m

n
m

n
mnn ααα K . 

Распишем теперь резольвенты главного идемпотента 
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                (13,3) 

Определитель системы (13,3) пропорционален определителю Вандермонда 
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и поэтому элементы 1210 ,,,, −mεεεε K  линейно независимы и образуют базис 

линейного пространства алгебры )(εCm .  

Заметим ещё, что систему (14,3) можно обратить, так что 
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и отсюда мы получим, что если 
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и 
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Базис линейного пространства алгебры mC , образованный резольвента-

ми главного идемпотента мы будем называть изотропным, так как  

0)()()()( 1210 =∆==∆=∆=∆ −mmmmm εεεε K . 

Действительно 
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и так далее. 

Чем интересен изотропный базис алгебры )(εCm ? 
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Теорема (о строении циклических алгебр).  

                                              44 344 21 K

m

m CCCεC ⊕⊕⊕≅)( ,                                 (17,3) 

то есть алгебра mC  есть прямая сумма m  полей комплексных чисел.  

Для доказательства достаточно указать, что для любых 

mmmmm yyyxxx Cεεεεεε ∈+++=+++= −−−− 111100111100 , KK yx  

111111000 )()()( −−− ++++++=+ mmm yxyxyx εεε Kyx , 

111111000 −−−+++=⋅ mmm yxyxyx εεε Kyx , 

и потому любые алгебраические действия с циклическими числами в изо-

тропном базисе производятся покомпонентно.  

Из этой теоремы получается одно важное утверждение. 

Следствие (из теоремы о строении циклических алгебр). Для любого 

комплексного циклического числа mC∈x  справедливо такое тождество 

                             )()()()1()( 12 −⋅⋅⋅⋅=∆ m
mmmm ααα xxxxx K . □                   (18,3) 

Для доказательства заметим, что действие резольвентного оператора в 

изотропном базисе сводится к циклической подстановке координат, то есть 

для любого mmmmm yyyyy Cεεεεε ∈+++++= −−−− 1122221100 Ky  

                     0112322110)(ˆ εεεεεα −−− +++++= mmmm yyyyy Ky .               (19,3) 

Возьмём теперь произвольный элемент mC∈x , для него 
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− )()()()()1( 12101210
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mm
m
mmm xxxx εεεε KKK ααα xxxx  

)()(sp)(sp)(sp)1(sp
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21 xxxxx m
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m x ∆=








== ∏ ∑

−

=

−

=

−− αααα K  

в силу (14,3), (15,3) и (19,3).  

Формулу (18,3) можно считать обобщением тождества (8,3), так как для 

2=m  мы имеем )()()()()1( 2
2
1

2
010102 xxx ∆=−=−⋅+=⋅ xxxxxx εεα . 

Заметим ещё, что конструкцию резольвенты мы можем ввести в рас-

смотрение и в алгебрах mR , но она будет носить “вспомогательный харак-

тер”, подобно тому, как в алгебре многочленов ][xR  мы в промежуточных 

выкладках можем использовать комплексные числа. Например, мы представ-

ляем вещественнозначный многочлен 12 +x  как произведение комплексно-
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значных двучленов ix +  и ix − . Так и вещественный многочлен )(xm∆  мы в 

тождестве (18,3) представляем произведением комплекснозначных много-

членов )(sp k
mαx . Например, для 3=m  

=⋅⋅ )()()1( 2
33 αα xxx  

=++⋅++⋅++ )()()( 2
32

2
310

22
32310

2
210 εεεεεε αααα xxxxxxxxx  
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02

2
101

2
221

2
0

2
210 εεεε xxxxxxxxxxxx  

)(3 3210
3
2

3
1

3
0 x∆=−++= xxxxxx , 

так как 12
33 −=+ αα . 

 
5. Теперь мы введём ещё одну полезную конструкцию в алгебрах цик-

лических чисел, которая опирается на формулу (19,3).  

Определение 4.3. Для любого )(εCm∈x  циклическое число 

                                       )()()( 12 −⋅⋅⋅= m
mmm ααα xxxx K                                (20,3) 

мы будем называть сопряжённым циклическому числу x .  

Нетрудно видеть, что для двойных чисел 12 −=α , и тогда согласно (20,3) 

ε102 )( xx −== αxx , то есть оператор сопряжения, определённый по формуле 

(20,3) представляет собой (наряду с резольвентным оператором) обобщение 

сопряжения для двойных комплексных чисел.  

Посмотрим, какими свойствами обладает сопряжение, определённое по 

формуле (20,3). Имеет место следующее предложение. 

Теорема (о сопряжении). Для любых циклических чисел mC∈yx,  спра-

ведливы тождества: 

yxyx ⋅=⋅    (21,3),    xxx 2))(( −∆= m
m    (22,3),    )(xxx m∆=⋅    (23,3).  

Для доказательства тождества (21,3) заметим, что 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅ − )(ˆ)(ˆ)(ˆ 12 yxyxyxyx m
mmm ααα K  

yxyyyxxx ⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= −− )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 1212 m
mmm

m
mmm αααααα KK , 

доказательство тождества (22,3) выглядит так: 

××⋅⋅⋅×⋅⋅⋅= −−
KKK ))()()((ˆ))()()((ˆ 12212 m

mmmm
m
mmmm αααααα xxxxxxx αα  

=⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅× −−−− 212121 ))()()(())()()((ˆ mm
mmm

m
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m
m αααααα xxxxxxxx KKα  
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xx 2))(( −∆= m
m . 

Например, для 3=m  мы будем иметь: 

xxxxxxxxxxx ))(()()())()((ˆ))()((ˆ 3
2
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2
33

2
3

2
333 m∆=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= αααααα αα , 

а в случае 4=m  
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2
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Наконец тождество (23,3) сразу следует из (18,3).  

К слову, тождество yxyx +=+  выполняется только в алгебре )(2 εC , а 

в произвольных алгебрах )(εCm  это тождество не выполняется в силу (20,3). 

Заметим теперь, что если )(εRm∈x , то и )(εRm∈x , так как перемножая 

вещественное циклическое число x  на циклическое число x  мы получим 

вещественное число )(xm∆ , а потому )()()( 12 −⋅⋅⋅= m
mmm ααα xxxx K  будет 

вещественным циклическим числом.  

Ещё заметим, что сопряжение в алгебрах )(εPm  можно определить и не 

апеллируя к резольвентным операторам. Для этого заметим, что 
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откуда, сравнивая с (23,3), мы видим, что 
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Например, для 3
2

210 Cεε ∈++= xxxx  по формуле (24,3) 
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так что мы получаем 
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с другой стороны по формуле (20,3) 
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В алгебре двойных чисел обратное число к числу )(2 εP∈x  выражается 

через сопряжённое число )(2 εP∈x  по формуле )(2
1 xxx ∆=− . Аналогичная 

формула имеет место и для циклических алгебр любых порядков. То есть ес-

ли 0)( ≠∆ xm  для )(εPm∈x , то 

                                                xxx 11 ))(( −− ∆= m .                                           (25,3) 

 
6. Выше мы рассматривали отдельно алгебры )(εCm  комплексных цик-

лических чисел и алгебры )(εRm  вещественных циклических чисел. Однако, 

алгебры )(εRm  можно рассматривать и как подалгебры алгебр. )(εCm . 
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В этом случае естественно поставить вопрос: как выглядят элементы 

)()( εCεR mm ⊂  в изотропном базисе алгебры )(εCm ? Ответ на этот вопрос 

мы находим в формулах (15,3) и (16,3), так что  
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                 )(sp)(sp)(spsp 1
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m
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m
m ααα xxxx −

−− ++++≡ εεεε K .      (26,3) 

И необходимым и достаточным условием того, что )()( εCεR mm ⊂∈x  будет 

равенство )(sp)(sp k
m

k
m αα v

xx = . 

Заметим ещё, что если алгебру вещественных циклических чисел рас-

сматривать независимо от алгебры комплексных циклических чисел, то мы 

не можем пользоваться изотропным базисом. Иначе говоря, в алгебрах веще-

ственных циклических чисел, порядок которых больше двух, нет изотропно-

го базиса, и потому алгебры )(εRm  при 2>m  не являются прямыми сумма-

ми вещественных чисел. И лишь в алгебре )(2 εR  существует изотропный ба-

зис 2)1(0 εε +=  и 2)1(1 εε −= , так что RRεR ⊕≅)(2 , и в связи с этим мы 

называем алгебру )(2 εR  алгеброй двойных вещественных чисел. В общем же 

случае строение алгебр )(εRm  даётся таким изоморфизмом [9]: 
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εR .                   (27,3) 

 
7. Ещё одной вещественной подалгеброй алгебры )(εCm  будет алгебра 

антициклических чисел )()(
~

εCεR mm ⊂ . Эту подалгебру можно определить 
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как вещественную линейную оболочку, натянутую на единицу и следующие 

элементы алгебры )(εCm  

                           εε m2
~ α= ,  22

2
2~ εε mα= , … , 11

2
1~ −−− = mm

m
m

εε α ,                     (28,3)  

При этом имеет место тождество 1~ −=m
ε , так как 1~ −=m

ε . 

Впрочем, так же как в случае алгебр )(εRm  вещественных циклических 

чисел, алгебры )(
~

εRm  антициклических чисел можно определить независимо 

от алгебр )(εCm  как совокупность вещественных линейных комбинаций 

1
1

2
210

−
−++++= m

mxxxx εεε Kx , 

где R∈−10 ,, mxx K , а дополнительный элемент ε~  и его степени 12 ~,,~ −m
εε K  

линейно независимы и не принадлежат полю C , но 1~ −=m
ε .  

Алгебры антициклических чисел )(
~

εRm  формально мало отличаются от 

алгебр циклических чисел )(εRm , но, по сути, эти алгебры дают нам две се-

рии объектов с принципиально различными свойствами. Иначе говоря, в ал-

гебрах )(
~

εRm  можно ввести в рассмотрение (почти) все конструкции алгебр 

)(εRm ; как то: детерминант элементов, след, резольвенты, оператор сопря-

жения. Формально определения этих конструкций не будут отличаться от их 

определения в алгебрах )(εCm  и )(εRm , и многие свойства перечисленных 

конструкций будут одинаковыми в алгебрах )(
~

εRm , )(εCm  и )(εRm . В част-

ности, сопряжение будет мультипликативным оператором, а детерминант ан-

тициклических чисел будет мультипликативной функцией, и вычислять его 

можно по формуле (1,9). И всё же )(
~

εRm  и )(εRm  существенно различны. 

С абстрактно-алгебраической точки зрения различия между алгебрами 

)(
~

εRm  и )(εRm  заключаются в разном строении этих алгебр: если строение 

алгебры )(εRm  даётся изоморфизмом (27,3), то для алгебры )(
~

εRm  справед-

лив следующий изоморфизм [9]: 
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Однако формулы (27,3) и (28,3) не раскрывают глубинного различия 

между алгебрами )(
~

εRm  и )(εRm . Более выпукло эти различия мы замечаем 

при сравнении детерминантов циклических и антициклических чисел. 

Например, простейшей алгеброй циклических чисел является алгебра 

двойных вещественных чисел )(2 εR , а простейшей алгеброй антицикличе-

ских чисел будет алгебра )(
~

2 εR  изоморфная полю комплексных чисел. И ес-

ли )(210 εRε∈+= xxx , а )(
~~~

210 εRε∈+= xxx , то 

2
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2
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01
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2 )( xx

xx

xx
−==∆ x ,   а   2

1
2
0

01

10
2 )~( xx

xx

xx
+=

−
=∆ x . 

В общем случае, если для )(2
1

1
2

210 εRεεε ∈++++= −
−

m
mxxxx Kx  
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то для )~(
~~~~~

2
1

1
2

210 εRεεε ∈++++= −
−

m
mxxxx Kx  мы будем иметь 
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так как 1~ −=mε . 

Например, для )~(
~~~~

3
2

210 εRεε ∈++= xxxx  и )~(
~~~~

3
2

210 εRεε ∈++= yyyy  

2
201102221001211200

~)(~)()(~~ εε yxyxyxyxyxyxyxyxyx +++−++−−=⋅ yx , 

и мы будем иметь 
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3
1

3
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−−
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Возникает вопрос: как зная детерминант циклического числа вычислить 

детерминант антициклического числа? Или иначе, как найти формулу для 

вычисления детерминантов антициклических чисел? 

Общую формулу для вычисления детерминанта элементов антицикличе-

ских алгебр проще всего получить из тождества (6,3) представив алгебру ан-

тициклических чисел )~(
~

εRm  подалгеброй алгебры комплексных цикличе-

ских чисел )(εCm , где εε m2
~ α= . Тогда для любого элемента x  антицикличе-

ской алгебры мы будем иметь: 
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откуда видно, что 
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m
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Например 
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Таким образом, мы видим, что )~(3 x∆ , как и )(3 x∆  может быть как положи-

тельным, так и отрицательным вещественным числом. В то же время если 

)(2 x∆  может быть как положительным, так и отрицательным вещественным 

числом, то )~(2 x∆  всегда неотрицательное число, и этим алгебра CεR ≅)~(
~

2  

кардинально отличается от алгебры )(2 εR .  

Подобное отличие сохраняется и для всех алгебр антициклических чи-

сел. Например, для )(4 εR∈x  
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А для )~(
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4 εR∈x  по формуле (30,3) мы будем иметь 
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Таким образом, если )(4 x∆  может быть как положительным, так и отрица-

тельным вещественным числом, то )~(4 x∆  всегда неотрицательное число. 

 

8. Помимо вещественных подалгебр  )(εRm  и )~(
~

εRm  алгебра )(εCm  со-

держит ещё одну любопытную вещественную подалгебру, которую образуют 

линейные комбинации с вещественными коэффициентами элементов изо-

тропного базиса, то есть 111100 −−+++= mmxxx εεε Kx , где −−110 ,,, mεεε K  

изотропный базис алгебры mC , а 110 ,,, −mxxx K  вещественные числа. Мы 

обозначим эту алгебру mΠ . Её элементы называют (вещественными) поли-

числами, а саму алгебру mΠ  – алгеброй (вещественных) поличисел. Строение 

алгебры вещественных поличисел даётся изоморфизмом 

                                              44 344 21 K

m

m RRRΠ ⊕⊕⊕= ,                                   (31,3) 

так как в изотропном базисе все алгебраические операции производятся по-

компонентно. 

Посмотрим ещё, какие координаты имеют вещественные поличисла в 

натуральном базисе 12 ,,,,1 −mεεε K  алгебры )(εCm : из (13,3) мы получаем 
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Заметим ещё, что алгебру вещественных поличисел можно определить и 

независимо от алгебры комплексных циклических чисел, как прямую сумму 

нескольких полей вещественных чисел. И из этого представления, данного 

изоморфизмом (31,3), проистекают все свойства алгебры вещественных по-

личисел. Алгебры mΠ  находят приложения в финслеровой геометрии [15]. 

 
9. Заметим ещё, что если порядок алгебры )(εCm  (или )(εRm ) число со-

ставное, то алгебра )(εCm  (или )(εRm ) содержит подалгебры, порядок кото-

рых равен тому или иному множителю числа m . При этом, если nkm ⋅= , то 

образующим элементом подалгебры )(εCn  (или )(εRn ) будет элемент kε . 

Например, если ε  образующий элемент алгебры )(6 εR , то 2ε  будет об-

разующим элементом алгебры )( 2
3 εR , произвольным элементом которой 

будет сумма )(6
4

2
2

10 εRεε ∈++= xxxx , где R∈210 ,, xxx . С другой стороны 

3ε  будет образующим элементом алгебры )( 3
2 εR , произвольным элементом 

которой будет сумма )(6
3

10 εRε ∈+= xxx , где R∈10 , xx . 

Если же m  простое число, то алгебры )(εRm  не содержат циклических 

подалгебр. Однако, это не означает, что алгебры )(εRm  вообще не содержат 

каких-либо подалгебр. 

Возьмём, например алгебру )(3 εR  и обозначим 3
2L  линейное простран-

ство, натянутое на единицу и элемент 2εεσ +≡ . Нетрудно видеть, что про-

странство 3
2L  замкнуто относительно умножения, так как σσ += 22 , и пото-

му 3
2L  будет подалгеброй алгебры )(3 εR . 

Аналогично, если взять алгебру )(5 εR  и обозначить 5
2L  линейное про-

странство, натянутое на единицу и элементы 4
1 εεσ += , 32

2 εεσ += , то легко 

видеть, что 5
2L  замкнуто относительно умножения, так как 
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2
2
1 2 σσ += ,   1

2
2 2 σσ +=    и   2121 σσσσ +=⋅ , 

и, следовательно, 5
2L  будет подалгеброй алгебры 5R .  

Нетрудно видеть, что любая циклическая алгебра )(εRm , порядок кото-

рой будет простым числом, содержит подалгебру m
2L , базисными элементами 

которой будет единица и суммы 

2)1(2)1(
2)1(

22
2

1
1 ,,, +−

−
−− +=+=+= mm

m
mm εεσεεσεεσ K . 

Возьмём теперь алгебру )(7 εR  и обозначим 7
3L  линейное пространство, 

натянутое на элементы 42
1 εεετ ++=  и 653

2 εεετ ++= . Тогда нетрудно заме-

тить, что 7
3L  замкнуто относительно умножения, так как: 

21
2
1 2τττ += ,    12

2
2 2τττ += ,    2121 3 ττττ ++=⋅     

то есть 7
3L  будет подалгеброй алгебры )(7 εR .  

И можно показать, что если порядок алгебры )(εRm  простое число и 

число 1−m  делится на три, то алгебра )(εRm  содержит подалгебру m
3L .  

Заметим, что антициклические алгебры )(
~

εRm  содержат подалгебры, 

аналогичные подалгебрам алгебр )(εRm . 

Комплексные алгебры )(εCm , где m  простое число также имеют подал-

гебру )(2 CL
m , базисными элементами которой будет единица и суммы 

2)1(2)1(
2)1(

22
2

1
1 ,,, +−

−
−− +=+=+= mm

m
mm εεσεεσεεσ K . 

И если порядок алгебры )(εCm  простое число и число 1−m  делится на три, 

то алгебра )(εCm  содержит подалгебру )(3 CL
m .  

Можно указать и другие подалгебры алгебр )(εCm , )(εRm  и )(
~

εRm .  

Вообще, каждая циклическая алгебра имеет свои особенность и свои 

оригинальные приложения, и потому заслуживает отдельного исследования. 

Хотя есть и некоторые общие приложения для разных циклических алгебр. И 

некоторые такие приложения мы предъявим в следующей главе.    
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Глава 4.  Приложения циклических алгебр 

в элементарной математике.  

 

1. В этой заключительной главе мы рассмотрим некоторые приложения 

алгебр циклических чисел, которые эти алгебры находят в элементарной ма-

тематике. И начнём мы с вывода некоторых тождеств. Вывод этих тождеств 

опирается на некоторые свойства алгебр циклических чисел, о которых гово-

рилось в предыдущей главе.  

Во-первых, формула (6,3) 
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K

x  

даёт нам набор тождеств, которые представляют собой разложения на линей-

ные и квадратичные множители некоторых многочленов. 

А) Как мы уже видели в предыдущей главе: 

=++++++=−++ ))()((3 3
2
3

2
33

333
zyxzyxzyxxyzzyx αααα  

=−−−++++= ))((
222

yzxzxyzyxzyx  

                               2))()())(((
222

xzzyyxzyx −+−+−++= .                   (1,4) 

Б) Из (1,4) получается, что если 0=++ zyx , то  

                                                  xyzzyx 3
333 =++ .                                          (2,4) 

В) Если 0=++ zyx , то 

                                   )(5)(2
222555

zyxxyzzyx ++=++ .                              (3,4) 

Действительно, из (2,4) следует, что 

)(3))((
222222333

zyxxyzzyxzyx ++=++++  

Отсюда 

=++++ ))((
222333

zyxzyx  

=++++++++= )()()(
222222555

zyzyzxzxyxyxzyx  

=++−++=−−−++= )(
555222222555

zxyzxyxyzzyxxzyyzxzyxzyx  

)(32)(
222222555

zyxxyzzyxxyzzyx ++=+++++= , 

так как )(2
222

zxyzxyzyx ++−=++ . И мы получаем тождество (3,4). 
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Аналогично доказываются тождества [16] 

)(6))((5
555222333

zyxzyxzyx ++=++++ , 

)(10))((7
777222555

zyxzyxzyx ++=++++ , 

и некоторые другие подобные тождества.  

Г) Сравнивая )(4 x∆  вычисленный напрямую и по формуле (6,3) мы по-

лучаем такое тождество: 
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Д) Вычисляя напрямую детерминант )(5 x∆ , мы будем иметь: 
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С другой стороны 
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где 
oo

5 72sin72cos)52sin()52cos( ii +=+= ππα  

Вычислим теперь эти произведения: 

=++++⋅++++ )()( 453
2
52

3
51

4
504

4
53

3
52

2
5150 xxxxxxxxxx αααααααα  



 50 

+++++++++++= ))((
4
550443322110

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0 ααxxxxxxxxxxxxxxx  

=++++++ ))((
3
5

2
51403423120 ααxxxxxxxxxx  

++−−−−−++++−= ))((
4
550443322110

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0 ααxxxxxxxxxxxxxxx  

=+−−−−−++++− ))((
3
5

2
51403423120

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0 ααxxxxxxxxxxxxxxx  

−−+−+−+−+−−= o2
04

2
43

2
32

2
21

2
10 72cos))()()()()(( xxxxxxxxxx  

o2
14

2
03

2
42

2
31

2
20 144cos))()()()()(( xxxxxxxxxx −+−+−+−+−− . 

Аналогично 

=++++⋅++++ )()( 4
2
53

4
5251

3
504

3
5352

4
51

2
50 xxxxxxxxxx αααααααα  

−−+−+−+−+−−= o2
04

2
43

2
32

2
21

2
10 144cos))()()()()(( xxxxxxxxxx  

o2
14

2
03

2
42

2
31

2
20 72cos))()()()()(( xxxxxxxxxx −+−+−+−+−− . 

Отсюда получается тождество 

−−++++ 43210
5
4

5
3

5
2

5
1

5
0 5 xxxxxxxxxx  

−+−+−+− )(5)(5)(5 0431
3
24320

3
13241

3
0 xxxxxxxxxxxxxxx  

++−+− )(5)(5 2130
3
41042

3
3 xxxxxxxxxx  

+++++++ )(5)(5)(5
2
0

2
4

2
3

2
12

2
4

2
3

2
2

2
01

2
3

2
2

2
4

2
10 xxxxxxxxxxxxxxx  

=++++ )(5)(5
2
2

2
1

2
3

2
04

2
1

2
0

2
4

2
23 xxxxxxxxxx  

+−+−+−+−+−= o2
04

2
43

2
32

2
21

2
10 72cos))()()()()[(( xxxxxxxxxx  

×−+−+−+−+−+ ]144cos))()()()()((
o2

14
2

03
2

42
2

31
2

20 xxxxxxxxxx  

+−+−+−+−+−× o2
04

2
43

2
32

2
21

2
10 144cos))()()()()[(( xxxxxxxxxx  

×−+−+−+−+−+ ]72cos))()()()()((
o2

14
2

03
2

42
2

31
2

20 xxxxxxxxxx  

                                           )( 43210 xxxxx ++++× .                                        (6,4) 

Это замечательное тождество можно конечно доказать и непосредственно, но 

это будет тяжёлая и нудная работа. 

 

2. Другая серия тождеств следует из одного свойства детерминантов, ко-

торое мы сформулируем как теорему. 

Теорема (о произведении детерминантов). Для любых циклических чи-

сел mC∈yx,  справедливо тождество 
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                                               )()()( yxyx mmm ∆∆=⋅∆ ,                                  (7,4) 

то есть детерминант – это мультипликативная функция.  

Доказательство этой теоремы опирается на тождество (18,3): 

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=⋅∆ −
))(())(())(()1)(()(

12 m
mmmm ααα yxyxyxyxyx K  

=⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= −−
))()()()1(())()()()1((

1212 m
mmm

m
mmm αααααα yyyyxxxx KK  

)()( yx mm ∆∆=  

так как )()())((
2 k

mm
k
m ααα yxyx ⋅=⋅ .  

Из формулы (7,4) сразу получаются следующие тождества. 

а) Тождество трёх кубов: 

=−++−++ )3)(3(
333333 abccbaxyzzyx  

−++++++++= 222
)()()( zaybxczcyaxbzbycxa  

                             ))()((3 zaybxczcyaxbzbycxa ++++++− .                     (8,4) 

Это тождество есть координатная запись формулы (7,4) при 3=m . 

б) Тождество трёх квадратов: 

=−+−+−−+−+− ))()())(()()()((
2

02
2

21
2

10
2

02
2

21
2

10 yyyyyyxxxxxx  

+−+−+−= 2
221102010 ))()()((2 yxxyxxyxx  

+−+−+−+ 2
202110021 ))()()((2 yxxyxxyxx  

                              
2

210121002 ))()()((2 yxxyxxyxx −+−+−+ .                     (9,4) 

Доказательство этого тождества следует из формулы )()()( 333 yxyx ∆∆=⋅∆  

с учётом тождества (1,4).  

г) Доказать, что если 200 xxy νµ += , 011 xxy νµ += , 122 xxy νµ += , то 

                                   
33

210
3
2

3
1

3
0

210
3
2

3
1

3
0

3

3 ηµ +=
−++
−++

xxxxxx

yyyyyy
.                               (10,4) 

Для доказательства заметим, что  

=+++ ))((
2

210 εεε xxxνµ  

)()()()(
2

210
2

120120 εεεε yyyxxxxxx ++=+++++= νµνµνµ , 

=+++ ))((
22

323103 εεε ααναµ xxx  

)()()()(
22

32310
22

31230120 εεεε ααανµανµνµ yyyxxxxxx ++=+++++= , 
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=+++ ))((
2

32
2
310

2
3 εεε ααναµ xxx  

)()()()(
2

22
2
310

2
312

2
30120 εεεε ααανµανµνµ yyyxxxxxx ++=+++++= . 

Тогда, перемножив эти тождества, мы получим 

=−++ 210
3
2

3
1

3
0 3 yyyyyy  

=++++++ ))()((
2

22
2
310

22
32310

2
210 εεεεεε αααα yyyyyyyyy  

×++++++= ))()((
2

32
2
310

22
32310

2
210 εεεεεε αααα xxxxxxxxx  

))(3())()((
33

210
3
2

3
1

3
0

2
33 νµναµναµνµ +−++=+++× xxxxxxεεε .  

г) Если 200 xxy νµ += , 011 xxy νµ += , 122 xxy νµ += , и 1=+νµ , то  

                              
33

2
02

2
21

2
10

2
02

2
21

2
10

)()()(

)()()( νµ +=
−+−+−
−+−+−

xxxxxx

yyyyyy
.                (11,4) 

г) Для любых 43210 ,,,, xxxxx , µ , ν  справедливо тождество: 

                             
νµ
νµ

ϕϕ
ϕϕ

+
+=

−−
−− 55

1
2

22
2

1

1
2

22
2

1

))()())(()((

))()())(()((

xSxSxSxS

ySySySyS
,                (12,4) 

где 200 xxy νµ += , 011 xxy νµ += , 122 xxy νµ += , 122 xxy νµ += , 122 xxy νµ += ,  

2
21

2
21

2
21

2
21

2
101 )()()()()()( aaaaaaaaaaaS −+−+−+−+−=  

2
21

2
21

2
21

2
21

2
101 )()()()()()( aaaaaaaaaaaS −+−+−+−+−=  

и 2)51( +=ϕ  так называемое число Фидия или число золотого сечения.  

 
3. Рассмотрим далее некоторые приложения циклических алгебр в эле-

ментарной геометрии. Но прежде чем дать здесь несколько примеров таких 

приложений необходимо ввести одну конструкцию, обобщающую структуру 

линейного пространства.  

Определение 1.4 . Левым −A модулем )(AEL  над унитальной алгеброй 

A  называется линейное пространство E  над полем P , если для всех векто-

ров E∈u  и всех элементов A∈ξ  определено левое умножение )(AEL∈uξ , 

удовлетворяющее следующим условиям [9] 

1) 2121 )( uξuξuuξ +=+ ; 

2) uξuξuξξ 1121 )( +=+ ; 

3) )()( 2121 uξξuξξ = ; 
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4) uδu = , где δ  – единица алгебры A ; 

5) )()()( uξuξuξ aaa ==  для любых P∈a . 

Аналогично, если задано произведение ξu , удовлетворяющее аналогич-

ным аксиомам, то говорят о правом модуле )(AER . Если левый модуль над 

алгеброй будет одновременно правым модулем и для любого E∈u  и любого 

A∈ξ  выполняется условие коммутативности uξξu = , то говорят о двусто-

роннем модуле или о пространстве )(AE  над алгеброй A .  

Множество элементов )(AE∈uξ , где E∈u  фиксированный вектор ли-

нейного пространства E , а A∈ξ  пробегает всевозможные элементы алгебры 

A  называется орбитой вектора u  в пространстве над алгеброй [9]. Для при-

ложений конструкции пространств над алгебрами в евклидовой геометрии 

орбиты векторов проектируются на эти вектора, и мы можем оперировать с 

элементами )(AE  по правилам векторной алгебры евклидова пространства. 

В качестве иллюстрации алгебраического метода доказательства тех 

или иных утверждений евклидовой геометрии приведём два примера. 

 
Теорема (о сторонах и диагоналях параллело-

грамма). Для любого параллелограмма ABCD име-

ет место такое равенство: 

222222
BDACDACDBCAB +=+++ .  

Доказательство. Возьмём вектора  a  и b  соединяющие точку A  с точ-

ками B  и D , как указано на рисунке 1, и образуем из них комплексный век-

тор bac i+= . Скалярное произведение этого вектора на комплексно сопря-

жённый ему вектор bac i−=  даёт нам сумму квадратов длин смежных сто-

рон параллелограмма, то есть  

22
),(),())(),((),( ADABii +=+=−+= bbaababacc . 

Умножая теперь комплексный вектор bac i+=  на комплексное число 

iz +=1 , мы получим комплексный вектор  

xybababacd iiiiz +=++−=++== )()())(1( , 

скалярное произведение которого на комплексно сопряжённый ему вектор 

xyd i−=  даст сумму квадратов длин диагоналей: 

           
         D                         C 

 

      b 
 
 

   A          а             B 
 

Рис. 1 
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22
),(),())(),((),( ACBDii +=+=−+= xxyyxyxydd . 

Но с другой стороны ),(2),(),( ccccdd == zz , а поскольку у параллелограмма 

длины противоположных сторон равны, то из равенства 

2222
22),(2),( ADABACBD +==+= ccdd  

сразу следует утверждение теоремы.  
 

Теорема (о сторонах и диагоналях паралле-

лепипеда)  Доказать, что для любого параллеле-

пипеда ABCDEFGH  (рис. 2) справедливо такое 

тождество:  

=+++ 2222
BDEBDEAG  

)(3
222

AEADAB ++= .  

Доказательство. Пусть kzjyixu ++=  –   

кватернионный вектор, где x , y  и z  вектора, соединяющие точку A  с точ-

ками B , D  и E  соответственно. Умножив скалярно этот кватернионный век-

тор на сопряжённый ему вектор kzjyixu −−−= , мы получим, что 

222
),(),(),(),( AEADAB ++=++= zzyyxxuu . 

Умножив теперь кватернионный вектор u  на кватернион kjiξ ++= , полу-

чим кватернионный вектор kxyjzxiyzzyxuξ )()()()( −+−+−+++= . То-

гда, умножая скалярно кватернионный вектор uξ  на сопряжённый ему ква-

тернионный вектор uξ , мы получим, что  

+++++= ))(),(())(),(( zyxzyxuξuξ  

=−−+−−+−−+ ))(),(())(),(())(),(( xyxyzxzxyzyz  

2222
BDEBDEAG +++= . 

С другой стороны ),(),())(),(( uuξξξuuξuξuξ == , то есть 

)(3))(),((
222

AEADAB ++=uξuξ , 

так как 3))(( =++++−= kjikjiξξ .  

 

4. Разумеется обе вышеуказанные теоремы можно доказать и традици-

онными методами, но иногда “алгебраические методы” бывают предпочти-

 
       H                                  G 

 E                                  F 

 

         D                                C 

 
 

 A                                  B 

Рис. 2 
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тельнее. А главное применение алгебр открывает нам некоторые факты из 

геометрии, которые связаны с теми или иными тождествами, и которые ина-

че могут остаться незамеченными. Примером здесь может служить следую-

щее утверждение.   

Теорема (о вставленных треугольниках). Пусть ABC  произвольный тре-

угольник и пусть точки 1A , 1B , 1C  взятые на его сторонах, делят эти сторо-

ны в отношении νµ , так что 

ν
µ===

AC

BC

BB

AB

AA

CA

1

1

1

1

1

1
, 

где 1=+νµ  (как показано на рис. 3). Тогда справедливо тождество: 

33

222

2

11

2

11

2

11 νµ +=
++

++

CABCAB

ACCBBA
.  

Доказательство. Возьмём комплексный вектор 

cbax 2
33 αα ++= , где вещественные вектора a , b , c  

соединяют произвольно взятую точку O  с вершинами 

треугольника ABC  (как показано на рисунке 3), а 

2)31(3 i+−=α . Тогда для скалярного произведения 

вектора x  на сопряжённый ему вектор cbax 3
2
3 αα ++=  

будем иметь такую цепочку тождеств:  

=−−−++= ),(),(),(),(),(),(),( accbbaccbbaaxx  

=−−+−−+−−= 2)))(),(())(),(())(),((( acaccbcbbaba  

2)(
222

CABCAB ++= . 

Умножим теперь вектор x  на комплексное число 3ανµλ += , в результате 

чего получим комплексный вектор  

=+++++=+++= )()()())((
2
33

2
333 bcabcacbax νµανµανµααανµλ  

1
2
3131 cba αα ++= , 

где вещественные вектора 1a , 1b , 1c  соединяют произвольно взятую точку O  

с вершинами треугольника 111 CBA . Тогда 

2)())(),((
2

11

2

11

2

11 ACCBBA ++=xx λλ . 

                       
                   A  
 
          

1A  

 
 
 C              О          

1B               

            
1C  

                                    B  
Рис. 3 
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Но с другой стороны ),)((),())(),((
33 xxxxxx νµλλλλ +== , откуда и следу-

ет доказываемое тождество.  

 

5. Ниже мы предъявим ещё несколько задач, которые единообразно ре-

шаются с помощью циклических алгебр и относятся к различным конфигу-

рационным свойствам −n угольников [17]. И модельным примером для нас 

будет известная теорема Вариньона. 

 
Теорема (Вариньона о серединном четырёх-

угольнике). Если на сторонах произвольного четы-

рёхугольника ABCD  взять точки 1111 ,,, DCBA , кото-

рые стороны четырёхугольника делят пополам, т. е. 

1
1

1

1

1

1

1

1

1 ====
AD

DD

DC

CC

CB

BB

BA

AA
, 

то четырехугольник 1111 DCBA  будет параллелограммом (рис. 4).  

Доказательство. Сначала заметим, что произвольный четырёхугольник 

XYZT  будет параллелограммом тогда и только тогда, когда 0=−+− tzyx , 

где x , y , z , t , вещественные вектора, соединяющие произвольно взятую 

точку O  с вершинами четырёхугольника XYZT . Условие того, что XYZT  

параллелограмм можно переписать иначе, если взять алгебраический вектор 

32
εεε tzyxu +++= , где )(4 εRε∈ , то есть ε  образующий элемент цикличе-

ской алгебры четвёртого порядка. Тогда четырёхугольник XYZT  будет па-

раллелограммом в том и только том случае, когда 0)1(
32 =−+− uεεε , так как 

))(1())(1(
323232 tzyxtzyx −+−−+−=+++−+− εεεεεεεεε . 

Рассмотрим теперь алгебраический вектор 
32
εεε dcbae +++= , где a , 

b , c , d , вещественные вектора, соединяющие произвольно взятую точку O  

с вершинами четырёхугольника ABCD . Если мы умножим этот вектор на 

2)1( εθ += , то получим алгебраический вектор 
3

1
2

1111 εεε dcbae +++= , где 

1a , 1b , 1c , 1d , вещественные вектора, соединяющие произвольно взятую точ-

ку O  с серединами сторон четырёхугольника ABCD , так как  

3232
)()()()())(1( εεεεεεε dccbbaaddcba +++++++=++++ . 

                  A              

         1A                 

                              1B  

 D   

 1D                                    B  

  C                1C  
 

Рис. 4 
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Но 0)1( 1
32 =−+− eεεε , так как  

0)1)(1()1(
32

1
32 =+−+−=−+− ee εεεεεεε , 

и, следовательно, 1111 DCBA  параллелограмм.  

Мы приведём ещё “школьное” доказательство этой теоремы. Поскольку 

11BA  – это средняя линия треугольника DAB , то DBBA 11  и DBBA =112 . 

Аналогично, 11DC  средняя линия треугольника BCD , и потому DBDC 11  и 

DBDC =112 . Тогда 1111 DCBA  и 1111 DCBA = , а потому 1111 DCBA  паралле-

лограмм. 

Из приведённых доказательств видно насколько “школьное” доказатель-

ство теоремы Вариньона проще алгебраического доказательства. Однако 

фундаментальным преимуществом алгебраического доказательства являются 

открывающиеся возможности множества разнообразных обобщений теоремы 

Вариньона. Приведённые ниже задачи как раз и представляют собой различ-

ные модификации этой классической теоремы.  

 

5. Теорему Вариньона можно обобщить на другие многоугольники.  

Определение 2.4. −n2 угольник называется −n параллелограммом, если 

его противолежащие стороны параллельны и равны по величине.
1
   

Например, −6 угольник ABCDEG  будет −3 па-

раллелограммом, если для него выполняются сле-

дующие условия: 

EDAB  и EDAB = ,  GEBC  и GEBC = , 

AGCD  и AGCD = . 

На рисунке 5 (в качестве иллюстрации) изображён −3 параллелограмм. 

В связи с таким определением возникает естественный вопрос: можно 

ли для данного произвольного шестиугольника найти шесть точек, которые 

образовали бы −3 параллелограмм. Можно по аналогии с теоремой Вариньо-

на предположить, что середины сторон произвольного шестиугольника обра-

зуют −3 параллелограмм. Однако непосредственная проверка показывает 

нам, что это не так. Тем не менее, задача трансформирования произвольного 

                                                 
1
 Иногда такой многоугольник называют −n2 параллелограммом. 

 
             A                      B 

 

 G                                    C 
 
 

  E                         D 
                     Рис. 5 
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шестиугольника в −3 параллелограмм имеет решение, которое даётся сле-

дующим утверждением.  

Теорема (о −3 параллелограммах). В любом −6 угольнике 654321 AAAAAA  

центры масс обрамляющих его треугольников  

165 AAA ,   216 AAA ,   321 AAA ,   432 AAA ,   543 AAA ,   654 AAA  

образуют −3 параллелограмм.  

Доказательство. Заметим сначала, что шестиугольник 654321 AAAAAA  

будет −3 параллелограммом тогда и только тогда, когда его главные диагона-

ли 41AA , 52 AA  и 63AA  пересекаются в одной точке и в ней делятся пополам. 

В произвольном −6 угольнике 654321 AAAAAA  обозначим O  середину от-

резка 41AA , и пусть ka  – вектор, соединяющий точку kA  с точкой O . Тогда 

654321 AAAAAA  будет −3 параллелограммом в том и только в том случае, если 

выполняются тождества: 052 =+ aa  и 063 =+ aa  (тождество 041 =+ aa  вы-

полняется в силу выбора точки O ).  

При помощи циклической алгебры )(6 εR  это условие можно переписать 

так: 654321 AAAAAA  будет −3 параллелограммом в том и только в том случае, 

если алгебраический вектор 
5

6
4

5
3

4
2

321 εεεεε aaaaaau +++++=  при умно-

жении на элемент )(1 6
532

εRεεε ∈−+−=ξ  даёт нулевой вектор. 

Действительно: 

=+++++−+−= ))(1(
5

6
4

5
3

4
2

321
532

εεεεεεεε aaaaaauξ  

+−−−−−−+++++= εεεεεεεεεε 65
5

4
4

3
3

2
2

1
5

6
4

5
3

4
2

321 aaaaaaaaaaaa  

=−−−−−−++++++ 4
6

3
5

2
432

5
1

2
654

5
3

4
2

3
1 εεεεεεεεεε xaaaaaaaaaaa  

+−+−++−+−+= εεεεεεε )1)(()1)((
532

52
532

41 aaaa  

2532
63 )1)(( εεεε −+−++ aa  

тогда, если 041 =+ aa , 052 =+ aa  и 063 =+ aa , то и 0=uξ . Справедливо и 

обратное. Если 0=uξ , то 041 =+ aa , 052 =+ aa  и 063 =+ aa  в силу линейной 

независимости единицы, элемента ε  и элемента 
2
ε .  

Умножим теперь составленный для любого −6 угольника алгебраиче-

ский вектор 
5

6
4

5
3

4
2

321 εεεεε aaaaaau +++++=  на элемент 3)1(
2
εε ++=η , 

в результате получим алгебраический вектор  
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+++++++++= 3)(3)(3)(
2

213162651 εε aaaaaaaaaηu  

=++++++++ 3)(3)(3)(
5

546
4

435
3

324 εεε aaaaaaaaa  

5
6

4
5

3
4

2
321 εεεεε bbbbbb +++++≡ , 

где вектора 654321 ,,,,, bbbbbb  соединяют точку O  с точками 1B , 2B , 3B , 4B , 

5B , 6B , которые представляют собой центры масс треугольников, обрамляю-

щих шестиугольник 654321 AAAAAA . И если далее алгебраический вектор ηu  

умножить на ξ , то мы будем иметь 0)( =ηuξ , так как 

0)1)(1(
5322 =−+−++ εεεεε . 

А это и означает, что −6 угольник 654321 BBBBBB  −3 параллелограмм.  

Эта теорема имеет обобщение: в любом −n2 угольнике центры масс об-

рамляющих его −n угольников образуют −n параллелограмм, что сразу про-

истекает из следующего тождества: 

0)1)(1(
1212 =−+−++++ −− nnnn

εεεεεε K . 

Например: 

=−+−+++ )1)(1(
74332
εεεεεε  

011
277654654332 =−−−−++++−−−−++++ εεεεεεεεεεεεεε . 

 

6. Имея в виду теорему Вариньона, естест-

венно поставить вопрос: получим ли мы специ-

альный класс −n2 угольников, если у произволь-

ных −n2 угольников будем брать середины их 

сторон? Ответ на этот вопрос даёт нам утвержде-

ние, которое мы приведём ниже. Но предвари-

тельно дадим следующее определение. 

Определение 3.4.  −n2 угольник называется двойным, если его стороны, 

взятые через одну, образуют −n угольник.  

Заметим здесь, что не любой −n2 угольник будет двойным. Например, 

на рисунке 6 изображён −3 параллелограмм, который не является двойным, 

так как его стороны 32 AA , 54 AA  и 61AA  не образуют треугольник. 

Теорема (о серединных −2n угольниках). В любом −n2 угольнике сере-

дины сторон образуют двойной −n2 угольник.  

 
 

1A                             
2A  

 

6A                                           
3A  

 
         

5A                             
4A  

 
      

1A                           
2A  

 
       

6A 5A                        
4A 3A  

 
Рис. 6 
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Доказательство. Набор n  векторов nxxx ,,, 21 K  тогда и только тогда 

образует замкнутый −n угольник, когда их сумма равна нулю. Отсюда следу-

ет, что −n2 угольник nn AAAA 21221 −K  будет двойным тогда и только тогда, 

когда будет выполняться тождество 

02124321 =−++−+− − nn aaaaaa K . 

Это условие можно переписать так: −n2 угольник nn AAAA 21221 −K  будет 

двойным тогда и только тогда, когда будет выполняться тождество: 

0))(1(
12

2
2

321
122232 =++++−++−+− −−− n

n
nn

εεεεεεεε aaaa KK  

где ka  вектора, соединяющие произвольную точку O  с вершинами данного 

−n2 угольника nn AAAA 21221 −K , а )(2 εRε n∈ . Например, для 3=n  

=+++++−+−+− ))(1(
5

6
4

5
3

4
2

321
5432

εεεεεεεεεε aaaaaa  

)1)((
5432

654321 εεεεε −+−+−−+−+−= aaaaaa . 

Умножив теперь вектор 
12

2
2

321
−++++= n

nεεε aaaax K  на циклическое чис-

ло 2)1( ε+=ξ , мы получим алгебраический вектор 

5
6

4
5

3
4

2
321 εεεεε bbbbbbxξ +++++= , 

где kb  вектора, соединяющие произвольную точку O  с серединами сторон 

данного −n2 угольника nn AAAA 21221 −K . Тогда легко видеть, что 

0)1(
122232 =−++−+− −− xξnn

εεεεε K . 

так как 0)1)(1(
122232 =+−++−+− −−

εεεεεε
nn

K .  

 

7. Все приведённые выше конфигурационные теоремы получаются по 

общему правилу: многоугольнику mm AAAA 121 −K  ставится в соответствие ал-

гебраический вектор 
12

321
−++++= m

mεεε aaaax K , тогда умножение этого 

вектора на циклическое число, представляющее собой делитель нуля, выде-

ляет некоторый класс многоугольников, который получается геометрической 

интерпретацией умножения алгебраического вектора на взятый нами дели-

тель нуля. Таким образом, те или иные выражения в циклической алгебре, 

содержащие делители нуля дают нам некоторые утверждения, относящиеся к 

конфигурационным свойствам многоугольников. 

Например, тождество 
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322
1)1)(1( εεεεε +++=++ , где )(8 εRε∈  

получает следующую геометрическую интерпретацию. 

Если в любом восьмиугольнике 8721 AAAA K  взять середины сторон kB , 

а в восьмиугольнике 8721 BBBB K  взять середины hC  хордовых отрезков 31BB , 

42BB , 53BB , 64BB , 75BB , 86BB , 17BB , 28BB , то восьмиугольник 8721 CCCC K  

будет −4 параллелограммом. □ 

А если мы возьмём тождество 

76543242
1)1)(1)(1( εεεεεεεεεε +++++++=+++ , где )(16 εRε∈  

то получим ещё одно утверждение из элементарной геометрии. 

Если в любом −16 угольнике 161521 AAAA K  взять середины сторон kB , 

а в −16 угольнике 161521 BBBB K  взять середины hC  хордовых отрезков 31BB , 

42BB , 53BB , и так далее, и если затем в −16 угольнике 161521 CCCC K  взять се-

редины hD  хордовых отрезков 51CC , 62CC , 73CC , и так далее, то −16 уголь-

ник 161521 DDDD K  будет −8 параллелограммом.  

Затем тождество 

15142842
1)1)(1)(1)(1( εεεεεεεε +++++=++++ K , где )(32 εRε∈  

даёт нам такое утверждение о −32 угольниках. 

Если в любом −32 угольнике 323121 AAAA K  взять середины сторон kB , 

а в −32 угольнике 323121 BBBB K  взять середины hC  хордовых отрезков 31BB , 

42BB , 53BB , и так далее, затем в −32 угольнике 323121 CCCC K  взять середины 

hD  хордовых отрезков 51CC , 62CC , 73CC ,…, и наконец, в −32 угольнике 

323121 DDDD K  взять середины hE  хордовых отрезков 91DD , 102DD , 73DD ,…, 

то −32 угольник 323121 EEEE K  будет −16 параллелограммом.  

И вообще, тождество 

122242
1

1)1()1)(1)(1(
−+

++++=++++
nn

εεεεεεε KK  

даёт нам серию конфигурационных теорем о −n
2 угольниках. 

 
8. Покажем ещё как решаются линейные уравнения и системы линейных 

уравнений в циклических алгебрах на примерах в алгебре двойных чисел. 

1) 1)1( =⋅− xε . 
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Предположим, что это уравнение имеет решение 0x , тогда 1)1( 0 =⋅− xε  

будет верным равенством. Умножим это равенство на )1( ε+ , тогда 

)1()1()1( 0 εεε +=⋅−⋅+ x   или  )1(0 0 ε+=⋅ x , так как 01)1()1(
22 =−=−⋅+ εεε . 

то есть )1(0 ε+= . Это противоречие показывает, что уравнение 1)1( =⋅− xε  

не имеет решения. 

2) εε −=⋅− 1)1( z , где εyx +=z  

Это уравнение эквивалентно системе линейных уравнений 





−=+−
=−

1

1

yx

yx
 

так как εεεε )()()()1()1( yxyxyx +−+−=+⋅−≡⋅− z . Поэтому решением данно-

го уравнения будут любые двойные числа вида εtt ++= )1(z , где −t  произ-

вольное действительное число. 

3) )1()1( εε +=⋅− az , где R∈a . 

Как и в первом примере, умножив обе части этого уравнения на ε+1 , мы 

будем иметь )1(20 ε+=⋅ az , то есть уравнение не имеет решения. 

4) εε =⋅+ z)2( . 

Это уравнение эквивалентно системе линейных уравнений 





=+
=+

12

02

yx

yx
 

так как εεεε )2()2()()2()2( yxyxyx +++=+⋅+≡⋅+ z . Поэтому решением дан-

ного уравнения будет двойное число ε3231 +−=z .  

5) 1=⋅ zε . Очевидно, решением будет ε=z . 

6) Решим ещё систему 





=−+−
+=+⋅+

1)1(3

22)1(

ε

εε

x

yx
. 

Эта система эквивалентна следующей системе  













=−
=−

=++
=++

13

03

12

22

1

0

110

010

x

x

yxx

yxx

  или  













−=
=

=
=

31

0

32

67

1

0

1

0

x

x

y

y

 

то есть 31−=x , 6)47( ε+=y  есть решение данной системы. 
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Заключение 
 

Приложения циклических алгебр, конечно, не ограничены лишь некото-

рыми примерами из элементарной геометрии. Сами по себе циклические ал-

гебры являются источником геометрических структур, отличных от евклидо-

вой геометрии. Такие структуры определяются на линейных пространствах 

циклических алгебр, где в качестве фундаментальной формы, определяющей 

различные геометрические величины, берётся детерминант текущего элемен-

та алгебры. При этом движениями будут преобразования линейного про-

странства алгебры, задаваемые линейными алгебраическими функциями.  

То, что такие преобразования существуют, проистекает из мультиплика-

тивного свойства детерминанта текущего элемента алгебры, а так же из сле-

дующего свойства циклических алгебр.  

Лемма (об детерминанте экспоненты). Если положить 

)()()()(
!

)(
)exp( 1

1
2

2
10

0

xExExExE
n

x
x

n
m

mnnn

n

n

−
−

∞

=
++++== ∑ εεε

ε
ε K , 

то 

1

)()()(

)()()(

)()()(

))(exp(

021

201

110

==∆

−−

−

xExExE

xExExE

xExExE

x

nn
m

n
m

nnn

nn
m

n

K

LLLL

K

K

ε .  

Тогда, для линейных алгебраических функций )exp( εt⋅=′ xx  будет вы-

полняться тождество )()( xx ∆=′∆ , так как ))(exp()()( εt∆∆=′∆ xx , а это и оз-

начает, что преобразования линейного пространства циклической алгебры, 

задаваемые линейными алгебраическими функциями вида )exp( εt⋅=′ xx , со-

храняет детерминант текущего элемента. То есть такие преобразования будут 

движениями в линейном пространстве циклической алгебры, где в качестве 

фундаментальной формы взят детерминант текущего элемента.  
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