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Исследуются методы идентификации нелинейных динамических систем, описывае-
мых рядами Вольтерра. При моделировании динамических систем одной из основ-
ных является проблема подбора параметров, позволяющих осуществлять плани-
руемое поведение системы. Если структура модели определена заранее, решение
этой проблемы тесно перекликается с проблемой идентификации параметров си-
стемы.

Также исследуется параметрическая идентификация непрерывных и дискретных
нелинейных динамических систем. Методы идентификации в непрерывном случае
основаны на применении обобщенной теоремы Бореля в сочетании с интеграль-
ными преобразованиями. Для исследования дискретных систем применяется дис-
кретный аналог обобщенной теоремы Бореля, который используется в сочетании
с дискретными преобразованиями. На модельных примерах иллюстрируется при-
менение разработанных методов к моделированию систем с заданными характери-
стиками.
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Введение

Большинство физических, технологических, биологических и других про-
цессов являются нелинейными, и их натурное моделирование или затратно, или
вообще невозможно, поэтому представляется актуальным математическое мо-
делирование нелинейных динамических систем. Во многих случаях нелинейные
системы моделируются нелинейными дифференциальными уравнениями, слож-
ность применения которых обусловлена необходимостью точного описания не-
известных или малоизвестных физических процессов. Метод моделирования на
основе интегральных уравнений Вольтерра (модели типа вход-выход) является
перспективным направлением, не требующим детального описания физических
процессов.

Один из универсальных методов моделирования нелинейных динамических
систем типа вход-выход заключается в применении рядов Вольтерра [1]. Ме-
тоды моделирования нелинейных систем, предлагаемые в работе, основаны на
алгоритмах идентификации, позволяющих определить ядра Вольтерра.

Идентификация динамических систем становится одним из важнейших на-
правлений науки и техники. Этому направлению посвящено большое число
работ (обширная библиография которых имеется в [2, 3], где представлены раз-
личные методы).

∗) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект 16-01-00594).
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Большинство результатов по идентификации получено для линейных си-
стем, которые описываются:

— интегральными уравнениями в свертках, обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями с постоянными коэффициентами [2–4] (стационарные
системы);

— интегральными уравнениями Вольтерра, обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями с переменными коэффициентами [2, 5, 6] (нестационар-
ные системы);

— многомерными интегральными уравнениями, дифференциальными
уравнениями в частных производных [2, 7–9] (системы с распределенными па-
раметрами).

Как правило, все реальные физические процессы нелинейные, вследствие
чего разработка методов идентификации нелинейных систем представляется
актуальной задачей.

Задачи, приводящие к идентификации нелинейных систем, встречаются во
многих областях науки и техники, в частности при нелинейной фильтрации
изображений [10].

Методы идентификации ядер в рядах Вольтерра разработаны недостаточ-
но. Отметим работу [11], где предложен метод определения ядер Вольтерра
в конечных суммах, описывающих стационарные процессы. Для определения
ядер Вольтерра в [11] применяется многомерное преобразование Лапласа, а за-
тем к полученным изображениям ядер применяется теорема о переходе к одной
переменной и формула обращения преобразования Лапласа. К сожалению, этот
метод не распространяется на нестационарные системы, идентификация кото-
рых представляет значительный практический и теоретический интерес.

В данной работе предложены методы определения ядер Вольтерра в непре-
рывных и дискретных нестационарных нелинейных процессах. Обоснования
методов основаны на обобщении теоремы Бореля [12] и интегральных преобра-
зованиях (в непрерывном случае) и на дискретном аналоге теоремы Бореля
и дискретных преобразованиях (в дискретном случае).

1. Идентификация непрерывных нелинейных
динамических систем с распределенными параметрами

Рассмотрим нестационарную нелинейную динамическую систему с распре-
деленными параметрами, описываемую уравнением

y(t, x) =

t∫
0

∫
D

g1(t, τ1, x, ξ)ω(τ1, ξ) dξdτ1

+

t∫
0

t∫
0

∫
D

g2(t, τ1, τ2, x, ξ)ω(τ1, ξ)ω(τ2, ξ) dξdτ1dτ2 + . . .

+

t∫
0

t∫
0

· · ·
t∫

0

∫
D

gN(t, τ1, τ2, . . . , τN , x, ξ)

× ω(τ1 , ξ)ω(τ2, ξ) . . .ω(τN , ξ) dξdτ1dτ2 . . . dτN , (1.1)

где D ⊂ R
n — область в пространстве, в которой наблюдаются входной и вы-

ходной сигналы системы; x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ D; ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ D; dξ =
dξ1dξ2 . . . dξn; ω(t, x) — входной сигнал; y(t, x) — выходной сигнал; g1(t, τ1, x, ξ),
g2(t, τ1, τ2, x, ξ), . . . , gN(t, τ1, τ2, . . . , τN , x, ξ) — ядра Вольтерра, подлежащие вос-
становлению.
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Будем считать, что ядра Вольтерра g1(t, τ, x1, ξ1, x2, ξ2, . . . , xn, ξn),
g2(t, τ1, τ2, x1, ξ1, x2, ξ2, . . . , xn, ξn), . . . , gN(t, τ1, τ2, . . . , τN , x1, ξ1, x2, ξ2, . . . , xn, ξn)
удовлетворяют следующему условию физической реализуемости:

gk(t, τ1, τ2, . . . , τk, x1, ξ1, x2, ξ2, . . . , xn, ξn) = 0, (1.2)

если τk > t при некотором k ∈ {1, 2, . . . , N} или ξ /∈ D. Это позволяет предста-
вить уравнение (1.1) в виде

y(t, x1, . . . , xn) =
N∑

k=1

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

k

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

n

gk(t, τ1, . . . , τk, x1, ξ1, . . . , xn, ξn)

× wk(τl, . . . , τk, ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξndτ1 . . . dτk, (1.3)
где

wk(τ1, . . . , τk, ξ1, . . . , ξn) =
k∏

l=1

ω(τl, ξ1, . . . , ξn), k = 1, 2, . . . , N. (1.4)

Обозначим через L оператор L = Lxn [. . . Lx1 [Lt]], где Lt, Lx1 , . . . , Lxn —
операторы Лапласа, действующие по переменным t, x1, . . . , xn. Пусть выпол-
няются условия

Gk(p, τ1, . . . , τk, p1, ξ1, . . . , pn, ξn) = L[gk(t, τ1, . . . , τk, x1, ξ1, . . . , xn, ξn)]

= Ĝk(p, p1, . . . , pn) exp
{
−

k∑
l=1

τlqkl(p)
}

exp
{
−

n∑
l=1

ξlq̄kl(pl)
}
, k = 1, 2, . . . , N,

(1.5)

где Ĝk(p, p1, . . . , pn), qk1(p), . . . , qkk(p), q̄kl(pl), k = 1, 2, . . . , N , l = 1, 2, . . . , n, —
аналитические функции в области, определяемой неравенствами Rep ≥ α,
Re pk ≥ α, k = 1, 2, . . . , n, α = const. Тогда преобразование Лапласа уравне-
ния (1.3) имеет вид

Y (p, p1, . . . , pn) = Ĝ1(p, p1, . . . , pn)W1(q11(p), q̄11(p1), . . . , q̄1n(pn))

+ Ĝ2(p, p1, . . . , pn)W2(q21(p), q22(p), q̄21(p1), . . . , q̄2n(pn)) + . . .

+ ĜN (p, p1, . . . , pn)WN (qN1(p), . . . , qNN(p), q̄N1(p1), . . . , q̄Nn(pn)). (1.6)

Здесь Wk(qk1(p), . . . , qkk(p), q̄k1(p1), . . . , q̄kn(pn)), k = 1, . . . , N , — многомерное
преобразование Лапласа функций wk(τ1, . . . , τk, ξ1, . . . , ξn) по переменным
τ1, . . . , τk, k = 1, . . . , N , ξ1, . . . , ξn:
Wk(qk1(p), . . . , qkk(p), q̄k1(p1), . . . , q̄kn(pn))

=

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

n

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

k

wk(τl, . . . , τk, ξ1, . . . , ξn) exp
{
−

k∑
l=1

τlqkl(p)
}

× exp
{
−

n∑
l=1

ξlq̄kl(pl)
}
dτ1 . . . dτkdξ1 . . . dξn, k = 1, 2, . . . , N.

Докажем равенство (1.6). Введем обозначения

yk(t, x1, ..., xn) =

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

k

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

n

gk(t, τ1, . . . , τk, x1, ξ1, . . . , xn, ξn)
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× wk(τl, . . . , τk, ξ1, . . . , ξn)dξ1 . . . dξndτ1 . . . dτk, k = 1, 2, . . . , N.

Тогда уравнение (1.3) примет вид

y(t, x1, . . . , xn) = y1(t, x1, . . . , xn) + y2(t, x1, . . . , xn) + · · ·+ yN (t, x1, . . . , xn),

а уравнение (1.6) преобразуется в уравнение

Y (p, p1, . . . , pn) = Y1(p, p1, . . . , pn) + Y2(p, p1, . . . , pn) + · · ·+ YN(p, p1, . . . , pn),

где Y (p, p1, . . . , pn), Yk(p, p1, . . . , pn), k = 1, 2, . . . , N , — преобразования Лапласа
функций y(t, x1, . . . , xn), yk(t, x1, . . . , xn), k = 1, 2, . . . , N , полученные примене-
нием оператора L.

Найдем преобразование Лапласа функций yk(t, x1, . . . , xn), k = 1, 2, . . . , N .
При условиях (1.2), (1.5), применяя оператор L к функциям yk(t, x1, . . . , xn),
получим

L[yk(t, x1, . . . , xn)] = Yk(p, p1, . . . , pn) =

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

k

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

n

Ĝk(p, p1, . . . , pn)

× exp
{
−

k∑
l=1

τlqkl(p)
}

exp
{
−

n∑
l=1

ξlq̄kl(pl)
}

× wk(τ1, . . . , τk, ξ1, . . ., ξn) dξ1 . . . dξndτ1 . . . dτk

= Ĝk(p, p1, . . . , pn)

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

k

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

n

exp
{
−

k∑
l=1

τlqkl(p)
}

× exp
{
−

n∑
l=1

ξlq̄kl(pl)
}
wk(τ1, . . . , τk, ξ1, . . ., ξn) dξ1 . . . dξndτ1 . . . dτk

= Ĝk(p, p1, . . . , pn)Wk(qk1(p), . . . , qkk(p), q̄k1(p1), . . . , q̄kn(pn)), k = 1, . . . , N.

В результате получим равенство (1.6).

Постановка задачи восстановления ядер Вольтерра системы (1.1)
по серии тестовых сигналов. Требуется по серии тестовых входных
ωk(t, x1, . . . , xn) и соответствующих выходных yk(t, x1, . . . , xn), k = 1, 2, . . . ,
N(N+2n+3)/2, сигналов определить ядра Вольтерра нелинейной динамической
системы, описываемой уравнением (1.1). Предполагается, что ядра Вольтерра
удовлетворяют условиям (1.2) и (1.5).

Для серии входных ωk(t, x1, . . . , xn) и соответствующих выходных сигналов
yk(t, x1, . . . , xn), k = 1, 2, . . . , N(N + 2n + 3)/2, на основании (1.1), (1.3) и (1.4)
запишем систему уравнений

ym(t, x1, . . . , xn) =
N∑

k=1

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

k

+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0︸ ︷︷ ︸

n

gk(t, τ1, . . . , τk, x1, ξ1, . . . , xn, ξn)

×wmk(τl, . . . , τk, ξ1, . . . , ξn) dξ1 . . . dξndτ1 . . . dτk, (1.7)
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где

wmk(τ1, . . . , τk, ξ1, . . ., ξn) =
k∏

l=1

ωm(τl, ξ1, . . . , ξn),

k = 1, 2, . . . , N, m = 1, . . . , N(N + 2n+ 3)/2.

Применяя преобразования Лапласа к системе уравнений (1.7) и учиты-
вая (1.6), получим систему алгебраических уравнений

Ym(p, p1, . . . , pn) = Ĝ1(p, p1, . . . , pn)Wm1(q11(p), q11(p1), . . . , q̄1n(pn))

+ Ĝ2(p, p1, . . . , pn)Wm2(q21(p), q22(p), q̄21(p1), . . . , q̄2n(pn)) + . . .

+ ĜN(p, p1, . . . , pn)WmN (qN1(p), . . . , qNN(p), q̄N1(p1), . . . , q̄Nn(pn)), (1.8)

m = 1, 2, . . . , N(N + 2n+ 3N)/2,

относительно N(N + 2n + 3)/2 искомых функций Ĝ1(p, p1, . . . , pn), q11(p),
Ĝ2(p, p1, . . . , pn), q21(p), q22(p), . . . , ĜN(p, p1, . . . , pn), qN1(p), qN2(p), . . . , qNN(p),
q̄N1(p1), q̄N2(p2), . . . , q̄Nn(pn).

Искомые ядра Вольтерра g1(t, τ, x1, ξ1, . . . , xn, ξn), g2(t, τ1, τ2, x1, ξ1, . . . ,
xn, ξn), . . . , gN (t, τ1, . . . , τN , x1, ξ1, . . . , xn, ξn) определим обратным преобразова-
нием Лапласа по формулам

gk(t, τ1, . . . , τk, x1, ξ1, . . . , xn, ξn)=
(

1
2πi

)n+1
σ+i∞∫

σ−i∞

σ+i∞∫
σ−i∞

σ+i∞∫
σ−i∞

Ĝk(p, p1, . . . , pn)

× exp
{
pt−

k∑
l=0

τlqk1(p)
}

exp
{ n∑

l=0

plxl −
n∑

l=0

ξlq̄k1(pl)
}
dpdp1 . . . dpn,

σ > α, k = 1, 2, . . . , N.

Пример 1. Рассмотрим нелинейную динамическую систему

y(t, x) =

t∫
0

x∫
0

g1(t, τ, x, ξ)ω(τ, ξ) dτdξ

+

t∫
0

t∫
0

x∫
0

g2(t, τ1, τ2, x, ξ)ω(τ1, ξ)ω(τ2, ξ) dξdτ1dτ2. (1.9)

Пусть ядра Вольтерра удовлетворяют условиям (1.5) и условиям каузаль-
ности вида g1(t, τ, x, ξ) = 0 при τ > t или ξ > x; g2(t, τ, τ2, x, ξ) = 0 при τ1 +τ2 > t
или ξ > x. Тогда изображение Лапласа уравнения (1.9) по переменным t, x на
основании (1.8) для серии двух тестовых входных сигналов ω1(t, x), ω2(t, x)
и соответствующих выходных сигналов y1(t, x), y2(t, x) запишется в виде си-
стемы

Yk(p, p1) = G1(p, p1, )Wk1(q11(p), q̄11(p1))

+G2(p, p1)Wk2(q21(p), q22(p), q̄21(p1)), k = 1, 2. (1.10)

Пусть преобразования Лапласа ядер g1(t, τ, x, ξ), g2(t, τ1, τ2, x, ξ) по пере-
менным t, x удовлетворяют следующим условиям:
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Lt[g1] = Ĝ1(p, x, ξ)e−τp,

Lx[Lt[g1]] = Lx[Ĝ1(p, x, ξ)e−τp] = G1(p, p1)e−τpe−ξp1 ,

Lt[g2] = Ĝ2(p, x, ξ)e−p(τ1+τ2),

Lx[Lt[g2]] = Lx[Ĝ2(p, x, ξ)e−p(τ1+τ2)] = G2(p, p1)e−p(τ1+τ2)e−ξp1 .

Это означает, что в условиях (1.5) положено

q11(p) = q21(p) = q22(p) = p, q̄11(p1) = q̄21(p1) = p1. (1.11)

С учетом (1.11) система (1.10) примет вид

Yk(p, p1) = G1(p, p1)Wk1(p, p1) +G2(p, p1)Wk2(p, p, p1), k = 1, 2, (1.12)

и для определения G1(p, p1), G2(p, p1) потребуются два входных и выходных
сигнала. Возьмем два входных сигнала:

ω1(t, x) =
{

1, t ≥ 0, x ≥ 0,
0, t < 0 или x < 0;

ω2(t, x) =
{

sin t, t ≥ 0, x ≥ 0,
0, t < 0 или x < 0.

(1.13)

Им соответствуют выходные сигналы

y1(t, x) =

{
x2

2
(t+ e−t − 1) − t2

2
(cos x− 1), t ≥ 0, x ≥ 0,

0, t < 0 или x < 0;
(1.14)

y2(t, x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
2 sin2 x

2 (t − sin t)

−x2

8 ((t + 1) cos t + (t− 2) sin t − e−t) , t ≥ 0, x ≥ 0,
0, t < 0 или x < 0,

(1.15)

которые определяются ядрами

g1(t, τ, x) =
{

(t− τ ) sin(x− ξ), τ ≤ t, ξ ≤ x,

0, τ > t или ξ > x;

g1(t, τ1, τ2, x, ξ) =
{

(x− ξ)e−(t−(τ1+τ2)), τ1 + τ2 ≤ t, ξ ≤ x,

0, τ1 + τ2 > t или ξ > x.

(1.16)

Построим систему уравнений вида (1.12). Вычисляя преобразования Ла-
пласа входных (1.13) и выходных (1.14) сигналов, приходим к системе линей-
ных алгебраических уравнений

G1(p, p1)
1
pp1

+G2(p, p1)
1

p2p1
=

p + 2pp2
1 + p2

1

p3p3
1(p+ 1)(p2

1 + 1)
,

G1(p, p1)
1

(p2 + 1)p1
+G2(p, p1)

1
(p2 + 1)2p1

=
p3p3

1 + 2p2p2
1 + p2 + pp2

1 + p2
1

p2p3
1(p+ 1)(p2 + 1)2(p2

1 + 1)
.

Решая эту систему относительно неизвестных функций G1(p, p1) и G2(p, p1),
получим G1(p, p1) = 1/

(
p2
(
p2
1 + 1

))
; G2(p, p1) = 1/

(
(p+ 1)p2

1

)
. Тогда изображе-

ниями искомых ядер g1(t, τ, x, ξ), g2(t, τ1, τ2, x, ξ) будут функции

Ĝ1(p, τ, p1, ξ) =
e−τpe−ξp1

p2(p2
1 + 1)

, G2(p, τ1, τ2, p1, ξ) =
e−(τ1+τ2)pe−ξp1

(p + 1)p2
1

,

и искомые ядра будут определяться выражениями g1(t, τ, x) = (t− τ ) sin(x− ξ),
g2(t, τ1, τ2, x, ξ) = (x − ξ)e−(t−(τ1+τ2)), что совпадает с точными выражения-
ми (1.16).
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2. Идентификация нелинейных динамических
систем с сосредоточенными параметрами

Частными случаями систем с распределенными параметрами являются си-
стемы с сосредоточенными параметрами. Рассмотрим системы, описываемые
уравнениями вида

y(t) =

t∫
0

g1(t, τ1)x(τ1) dτ1 + · · ·+
t∫

0

t∫
0

· · ·
t∫

0

gN(t, τ1, τ2, . . . , τN )

× x(τ1)x(τ2) . . . x(τN ) dτ1dτ2 . . . dτN , (2.1)

где x(t) — входной сигнал; y(t) — выходной сигнал; g1(t, τ1), g2(t, τ1, τ2), . . . ,
gN (t, τ1, τ2, . . . , τN) — ядра Вольтерра, подлежащие восстановлению. Будем
считать, что ядра Вольтерра g1(t, τ )), g2(t, τ1, τ2), . . . , gN(t, τ1, τ2, . . . , τN ) удо-
влетворяют следующему условию физической реализуемости:

gk(t, τ1, τ2, . . . , τk) = 0, (2.2)

если τk > t при некотором k ∈ {1, 2, . . . , N}. Это позволяет представить урав-
нение (2.1) в виде

y(t) =

+∞∫
0

g1(t, τ1)x(τ1) dτ1 + · · ·+
+∞∫
0

· · ·
+∞∫
0

+∞∫
0

gN(t, τ1, τ2, . . . , τN)

× x(τ1)x(τ2) . . . x(τN ) dτ1dτ2 . . . dτN . (2.3)

В случае системы (2.1) оператор L, введенный в разд. 1, будет иметь
вид L = Lt, где Lt — оператор Лапласа, действующий по переменной t, а усло-
вия (1.5) примут вид

Gk(p, τ1, τ2, . . . , τk) = Lt[gk(t, τ1, . . . , τk)] =

+∞∫
0

gk(t, τ1, τ2, . . . , τk)e−pt dt

= Ĝk(p) exp
{
−

k∑
l=1

τlqkl(p)
}
, k = 1, 2, . . . , N, (2.4)

где Ĝk(p), qk1(p), qk2(p), . . . , qkk(p) — аналитические в полуплоскости Re p ≥ α,
α = const, функции. Тогда преобразование Лапласа уравнения (2.3) имеет вид

Y (p) = Ĝ1(p)X(q11(p)) + Ĝ2(p)X(q21(p))X(q22(p)) + . . .

+ ĜN(p)X(qN1(p))X(qN2(p)) . . .X(qNN (p)). (2.5)

Справедливость (2.5) следует из доказанного выше равенства (1.6).

Постановка задачи восстановления ядер Вольтерра системы (2.1)
по серии тестовых сигналов. Требуется по серии тестовых входных xk(t)
и соответствующих выходных yk(t), k = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, сигналов опре-
делить ядра Вольтерра нелинейной динамической системы, описываемой урав-
нением (2.1). Предполагается, что ядра Вольтерра удовлетворяют условиям
(2.2) и (2.4).
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Для серии входных xk(t) и соответствующих выходных сигналов yk(t),
k = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, на основании (2.1) запишем уравнения

yk(t) =

t∫
0

g1(t, τ )xk(τ ) dτ +

t∫
0

t∫
0

g2(t, τ1, τ2)xk(τ1)xk(τ2) dτ1dτ2 + . . .

+

t∫
0

· · ·
t∫

0

t∫
0

gN(t, τ1, τ2, . . ., τN)xk(τ1)xk(τ2) . . . xk(τN ) dτ1dτ2 . . . dτN ,

k = 1, 2, . . ., N(N+3)/2.

Как и выше, через Xk(p) и Yk(p) обозначим изображение Лапласа входных
xk(t) и соответствующих выходных yk(t), k = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, сигналов.
В результате получим систему уравнений

Yk(p) = Ĝ1(p)Xk(q11(p)) + Ĝ2(p)Xk(q21(p))Xk(q22(p)) + . . .

+ ĜN(p)Xk(qN1(p))Xk(qN2(p)) . . .Xk(qNN (p))), k = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, (2.6)

относительно N(N + 3)/2 искомых функций Ĝ1(p), q11(p), Ĝ2(p), q21(p), q22(p),
. . . , ĜN(p), qN1(p), qN2(p), . . . , qNN(p).

Искомые ядра Вольтерра g1(t, τ ), g2(t, τ1, τ2), . . . , gN(t, τ1, τ2, . . . , τN) опреде-
лим обратным преобразованием Лапласа по формулам

gk(t, τ1, τ2, . . . , τk) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

Ĝk(p)ept−τ1qk1(p)−τ2qk2(p)−τkqkk(p) dp,

k = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, σ > α.

Пример 2. Рассмотрим динамическую систему, описываемую уравнением

y(t) =

t∫
0

g1(t, τ )x(τ ) dτ +

t∫
0

t∫
0

g2(t, τ1, τ2)x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2. (2.7)

Пусть:
1) для функций g1(t, τ ) и g2(t, τ1, τ2) выполняются условия физической реа-

лизуемости (условия каузальности) следующего вида:

g1(t, τ ) = 0 при τ > t; g2(t, τ1, τ2) = 0 при τ1 + τ2 > t; (2.8)

2) преобразования Лапласа функций g1(t, τ ) и g2(t, τ1, τ2) по переменной t
имеют вид

G1(p, τ ) = Lt[g1(t, τ )] =

+∞∫
0

g1(t, τ )e−pt dt = Ĝ1(p)e−pτ , (2.9)

G2(p, τ1, τ2) = Lt[g2(t, τ1, τ2)]

=

+∞∫
0

g2(t, τ1, τ2)e−pt dt = (Ĝ21(p)+τ1Ĝ22(p))e−p(τ1+τ2). (2.10)



Идентификация параметров нелинейных динамических систем 25

Требуется определить ядра Вольтерра g1(t, τ ), g2(t, τ1, τ2).

Замечание. В общем случае естественно искать функции G1(p, τ ) и
G2(p, τ1, τ2) в виде разложений

G1(p, τ ) =
(
Ĝ1

0(p) + τĜ1
1(p) + · · ·+ τnĜ1

n(p)
)
e−pτ ,

G2(p, τ1, τ2) =
(
Ĝ2

00(p) + τ1Ĝ
2
10(p) + τ2Ĝ

2
01(p) + . . .

+ τn
1 Ĝ

2
n0(p) + C1

nτ
n−1
1 τ2Ĝ

2
n−1,1(p) + · · ·+ τn

2 Ĝ
2
0n(p)

)
e−p(τ1+τ2),

однако в этом случае потребуется большее число испытаний и большая вычи-
слительная работа.

Решение примера 2. При выполнении условий (2.8) уравнение (2.7) пред-
ставимо в эквивалентной форме:

y(t) =
+∞∫
0

g1(t, τ )x(τ ) dτ +

+∞∫
0

+∞∫
0

K(t − (τ1 + τ2))g2(t, τ1, τ2)x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2, (2.11)

где K(u) = 0 при u < 0, K(u) = 1 при u ≥ 0.
Введем обозначения

y1(t) =

+∞∫
0

g1(t, τ )x(τ ) dτ,

y2(t) =

+∞∫
0

+∞∫
0

K(t− (τ1 + τ2))g2(t, τ1, τ2)x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2.

Тогда уравнение (2.11) примет вид y(t) = y1(t)+y2(t), а преобразование Лапласа
уравнения (2.11) запишется в виде

Y (p) = Y1(p) + Y2(p). (2.12)

Воспользовавшись условиями (2.9), (2.10), имеем

Y1(p) = Ĝ1(p)X(p), (2.13)

Y2(p) = Ĝ21(p)X2(p) − Ĝ22(p)X(p)X′(p) (2.14)

(формула (2.14) доказывается ниже). Отсюда

Y (p) = Ĝ1(p)X(p) + Ĝ21(p)X2(p) − Ĝ22(p)X(p)X′(p). (2.15)

Докажем справедливость формулы (2.14). Учитывая (2.10), получаем

+∞∫
0

y2(t)e−pt dt

=

+∞∫
0

⎛⎝ +∞∫
0

+∞∫
0

K(t − (τ1 + τ2))g2(t, τ1, τ2)x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2

⎞⎠ e−pt dt
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=

+∞∫
0

+∞∫
0

⎛⎝ +∞∫
0

K(t − (τ1 + τ2))g2(t, τ1, τ2)e−pt dt

⎞⎠x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2

=

+∞∫
0

+∞∫
0

⎛⎝ +∞∫
τ1+τ2

g2(t, τ1, τ2)e−ptdt

⎞⎠x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2

=

+∞∫
0

+∞∫
0

⎛⎝ +∞∫
0

g2(t, τ1, τ2)e−pt dt

⎞⎠x(τ1)x(τ2) dτ1dτ2

=

+∞∫
0

+∞∫
0

(Ĝ21(p) + τ1Ĝ22(p))x(τ1)x(τ2)e−pτ1e−pτ2 dτ1dτ2

=

+∞∫
0

⎛⎝Ĝ21(p)x(τ2)

+∞∫
0

x(τ1)e−pτ1 dτ1 + Ĝ22(p)x(τ2)

+∞∫
0

τ1x(τ1)e−pτ1 dτ1

⎞⎠
× e−pτ2 dτ2 = Ĝ21(p)X(p)

+∞∫
0

x(τ2)e−pτ2 dτ2 − Ĝ22(p)X′(p)

+∞∫
0

x(τ2)e−pτ2 dτ2

= Ĝ21(p)X2(p) − Ĝ22X(p)X′(p).

Формула (2.14) доказана.
Подставляя (2.13), (2.14) в (2.12), получаем (2.15).
Вернемся к решению примера при задании конкретных ядер Вольтерра.
Определим ядра Вольтерра нелинейного измерительного преобразовате-

ля (2.7) функциями

g1(t, τ ) =
{

sin(t − τ ), τ ≤ t,

0, τ > t;

g2(t, τ1, τ2) =
{

(t− τ2)e−(t−τ1−τ2), τ1 + τ2 ≤ t,

0, τ1 + τ2 > t.

(2.16)

Требуется по серии входных тестовых сигналов xk(t), k = 1, 2, 3, и соот-
ветствующих выходных сигналов yk(t), k = 1, 2, 3, определить функции g1(t, τ ),
g2(t, τ1, τ2), удовлетворяющие условиям (2.8)–(2.10).

В качестве входных сигналов возьмем

x1(t) =
{

1, t ≥ 0,
0, t < 0;

x2(t) =
{

sin t, t ≥ 0,
0, t < 0;

x3(t) =
{

cos t, t ≥ 0,
0, t < 0.

Соответствующие выходные сигналы yk(t), k = 1, 2, 3, имеют вид

y1(t) =
{
t2/2 + e−t(t− cos t) при t ≥ 0,
0 при t < 0;

y2(t) =
{

1
8(2e−t(t+ 1) − cos t(t2 + 5t+ 2) − sin t(t2 − t− 5)) при t ≥ 0,
0 при t < 0;

y3(t) =
{

1
8(2te−t + t cos t(t− 1) + sin t(t2 + 5t− 1)) при t ≥ 0,
0 при t < 0.
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Вычислив преобразование Лапласа входных сигналов xk(t), k = 1, 2, 3, про-
изводные их изображений, а также преобразования Лапласа выходных сигна-
лов, получим систему линейных уравнений относительно неизвестных Ĝ1(p),
Ĝ21(p), Ĝ22(p):

Ĝ1(p)
p

+
Ĝ21(p)
p2

+
Ĝ22(p)
p3

=
p4 + 4p3 + 2p2 + 1
p3(p+ 1)2(p2 + 1)

,

Ĝ1(p)
p2 + 1

+
Ĝ21(p)

(p2 + 1)2
+

2p Ĝ22(p)
(p2 + 1)3

=
p4 + 2p3 + 5p2 + 4p+ 2

(p+ 1)(p2 + 1)3
,

p Ĝ1(p)
p2 + 1

+
p2 Ĝ21(p)
(p2 + 1)2

+
p(p2 − 1) Ĝ22(p)

(p2 + 1)3
=
p2(p3 + 4p2 + 3p+ 2)

(p + 1)2(p2 + 1)3
.

(2.17)

Решением системы уравнений (2.17) будут функции Ĝ1(p) = 1/(p2 + 1), Ĝ21(p)
= 1/(p+ 1)2, Ĝ22(p) = 1/(p+ 1).

Из (2.9), (2.10) следует, что изображения функций g1(t, τ ), g2(t, τ, τ1) имеют
вид

G1(p, τ ) =
1

p2 + 1
e−pτ , G2(p, τ1, τ2) =

(
1

(p+ 1)2
− τ1

1
p+ 1

)
e−p(τ1+τ2).

Оригиналами являются функции g1(t, τ ) = sin(t − τ ), g2(t, τ1, τ2) =
(t − τ2)e−(t−τ1−τ2), что совпадает с точными выражениями (см. (2.16)).

3. Идентификация дискретных нелинейных
динамических систем с сосредоточенными параметрами

Рассмотрим нелинейную дискретную динамическую систему, описывае-
мую уравнением

y(k) =
k∑

l=0

g1(k, l)x(l) + · · ·+
k∑

l1=0

k∑
l2=0

· · ·
k∑

lN =0

× gN(k, l1, l2, . . . , lN)x(l1)x(l2) . . . x(lN ), (3.1)

где x(k) — входной сигнал; y(k) — выходной сигнал; g1(k, l)), g2(k, l1, l2), . . . ,
gN (k, l1, l2, . . . , lN ), k, l = 0, 1, . . ., — ядра Вольтерра, подлежащие восстановле-
нию. Будем считать, что выполнены следующие условия физической реализу-
емости: при любом i = 1, . . . , N имеем gi(k, l1, l2, . . . , li) = 0, если lj > k при
некотором j ∈ {1, . . . , i}. Тогда уравнение (3.1) можно переписать в эквива-
лентной форме:

y(k) =
+∞∑
l=0

g1(k, l)x(l) + · · ·+
+∞∑
l1=0

+∞∑
l2=0

· · ·
+∞∑

lN =0

× gN (k, l1, l2, . . . , lN )x(l1)x(l2) . . . x(lN ). (3.2)

Пусть Z-преобразование ядер Вольтерра уравнения (3.2) удовлетворяет
следующим условиям:

G1(z, l) = Z[g1(k, l)] =
+∞∑
k=0

g1(k, l)z−k = Ĝ1(z)[q11(z)]−l ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3.3)



28 И. В. Бойков, Н. П. Кривулин

GN(z, l1, l2, . . . , lN) = Z[gN (z, l1, l2, . . . , lN)] =
+∞∑
k=0

gN(k, l1, l2, . . . , lN)z−k

= ĜN(z)[qN1(z)]−l1 [qN2(z)]−l2 . . . [qNN (z)]−lN ,

где Ĝ1(z), q11(z), . . . , ĜN(z), qN1(z), qN2(z), . . . , qNN(z) — функции, аналитиче-
ские в области z ≥ α, α = const. Тогда Z-преобразование уравнения (3.2) имеет
вид

Y (z) = Ĝ1(z)X(q11(z)) + · · ·+ ĜN (z)X(qN1(z))X(qN2(z) . . .X(qNN (z))). (3.4)
Введем обозначения

y1(k) =
+∞∑
l=0

g1(k, l)x(l),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yN (k) =
+∞∑
l1=0

+∞∑
l2=0

· · ·
+∞∑

lN =0

gN(k, l1, l2, . . . , lN)x(l1)x(l2) . . . x(lN ).

(3.5)

Тогда уравнения (3.2) и (3.4) примут соответственно вид y(k) = y1(k) + y2(k)+
· · ·+yN (k), Y (z) = Y1(z)+Y2(z)+ · · ·+YN(z), где Y (z), Y1(z), Y2(z), . . . , YN(z) —
Z-преобразование функций y(k), y1(k), y2(k), . . . , yN (k).

Найдем Z-преобразование функций y1(k), y2(k), . . . , yN (k), определенных
формулой (3.5). В предположении, что выполнены условия (3.3), имеем

Y1(z) =
∞∑

k=0

( +∞∑
l=0

g1(k, l)x(l)
)
z−k =

+∞∑
l=0

( +∞∑
k=0

g1(k, l)z−k

)
x(l)

=
+∞∑
l=0

Ĝ1(z)[q11(z)]−lx(l) = Ĝ1(z)
+∞∑
l=0

x(l)[q11(z)]−l = Ĝ1(z)X(q11(z));

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

YN(z) =
+∞∑
k=0

( +∞∑
l1=0

+∞∑
l2=0

· · ·
+∞∑

lN =0

gN (k, l1, l2, . . . , lN )x(l1)x(l2) . . . x(lN )
)
z−k

=
+∞∑

lN =0

· · ·
+∞∑
l2=0

+∞∑
l1=0

(+∞∑
k=0

gN(k, l1, l2, . . . , lN)z−k

)
x(l1)x(l2) . . . x(lN )

=
+∞∑

lN =0

· · ·
+∞∑
l2=0

( +∞∑
l1=0

ĜN(z)[qN1(z)]−l1 [qN2(z)]−l2 . . . [qNN (z)]−lN x(l1)
)

× x(l2) . . . x(lN )

= ĜN(z)
+∞∑

lN =0

· · ·
+∞∑
l2=0

( +∞∑
l1=0

[qN1(z)]−l1x(l1)
)

[qN2(z)]−l2 . . . [qNN (z)]−lN

× x(l2) . . . x(lN )

= ĜN(z)X(qN1(z))
( +∞∑

lN =0

. . .

(
+∞∑
l2=0

[qN2(z)]−l2x(l2)
)
. . . [qNN (z)]−lN x(lN)

)
= . . .

= ĜN(z)X(qN1(z))X(qN2(z)) . . .X(qN,N−1(z))
+∞∑

lN =0

[qNN (z)]−lN x(lN)

= ĜN(z)X(qN1(z))X(qN2(z)) . . .X(qNN (z)).
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Постановка задачи восстановления ядер Вольтерра дискретных
систем. Требуется определить ядра Вольтерра по серии тестовых входных
xi(k) и выходных yi(k), i = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, сигналов, Z-преобразова-
ния которых обозначаются как Xi(z), Yi(z), i = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2, соот-
ветственно. При предположении, что ядра Вольтерра g1(k, l), g2(k, l1, l2), . . . ,
gN (k, l1, l2, . . . , lN ) удовлетворяют условиям (3.3), приходим к системе уравне-
ний

Yi(z) = Ĝ1(z)Xi(q11(z)) + · · ·+ ĜN(z)Xi(qN1(z))Xi(qN2(z) . . .Xi(qNN (z))),

i = 1, 2, . . . , N(N + 3)/2,
(3.6)

относительно искомых функций Ĝ1(z), q11(z), Ĝ2(z), q21(z), q22(z), . . . , ĜN(z),
qN1(z), . . . , qNN(p). В случае разрешимости этой системы искомые ядра Воль-
терра g1(k, l), . . . , gN(k, l1, . . . , lN ) определяются обратным Z-преобразованием
по формулам

gm(k, l1, . . . , lm) =
1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

Ĝm(z)
m∏

i=1

[qmi(z)]−llzk−1 dz,

m = 1, . . . , N, σ > α.

Пример 3. Рассмотрим нелинейный измерительный преобразователь,
описываемый уравнением

y(k) =
k∑

l=0

g1(k, l)x(l) +
k∑

l1=0

k∑
l2=0

g2(k, l1, l2)x(l1)x(l2). (3.7)

Определим для функций g1(k, l) и g2(k, l1, l2) условия физической реализуе-
мости (условия каузальности) в виде

g1(k, l) = 0 при l > k, g2(k, l1, l2) = 0 при l1 + l2 > k. (3.8)

Требуется восстановить ядра Вольтерра g1(k, l) и g2(k, l1, l2) системы, опи-
сываемой уравнением (3.7).

Решение примера 3. При выполнении условий (3.8) уравнение (3.7) эк-
вивалентно следующему:

y(k) =
+∞∑
l=0

g1(k, l)x(l) +
+∞∑
l1=0

+∞∑
l2=0

g2(k, l1, l2)x(l1)x(l2). (3.9)

Введем обозначения

y1(k) =
+∞∑
l=0

g1(k, l)x(l), (3.10)

y2(k) =
+∞∑
l1=0

+∞∑
l2=0

g2(k, l1, l2)x(l1)x(l2). (3.11)

Тогда уравнение (3.9) примет вид

y(k) = y1(k) + y2(k). (3.12)
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Пусть Z-преобразование функций g1(k, l) и g2(k, l1, l2) по переменной k удо-
влетворяет условиям

G1(z, l) = Z [g1(k, l)] =
+∞∑
k=0

g1(k, l)z−k = Ĝ11(z)z−l, (3.13)

G2(z, l1, l2) = Z[g2(k, l1, l2)]
+∞∑
k=0

g2(k, l1, l2)z−k

= (Ĝ21(z) + l1Ĝ22(z))z−(l1+l2). (3.14)

Тогда Z-преобразования уравнений (3.10), (3.11), (3.9) имеют соответственно
вид

Y1(z) = Ĝ11(z)X(z); (3.15)

Y2(z) = Ĝ21(z)X2(z) − zĜ22(z)X(z)X′(z); (3.16)

Y (z) = Ĝ11(z)X(z) + Ĝ21(z)X2(z) − zĜ22(z)X(z)X′(z). (3.17)

Выражение (3.15) — изображение свертки последовательностей g11(k, l)
= g11(k − l) и x(l). Справедливость формулы (3.16) доказывается аналогич-
но формуле (2.14) Из (3.15), (3.16) и (3.12) следует (3.17).

Рассмотрим преобразователь (3.7) с ядрами

g1(k, l) =
{

2−(k−l) при l ≤ k,

0 при l > k,

g2(k, l1, l2) =
{

(k − l2)3−(k−l1−l2) при l1 + l2 ≤ k,

0 при l1 + l2 > k.

(3.18)

Требуется по результатам проведенной серии тестовых испытаний, где
xi(k) — входные тестовые сигналы и yi(k) — соответствующие выходные сиг-
налы, i = 1, 2, 3, определить функции g1(k, l), g2(k, l1, l2), удовлетворяющие
условиям (3.8), (3.13), (3.14).

В качестве входных сигналов возьмем последовательности

x1(k) =
{

1, k ≥ 0,
0, k < 0,

x2(k) =
{
k, k ≥ 0,
0, k < 0,

x3(k) =
{
k(k − 1), k ≥ 0,
0, k < 0.

Вычислив соответствующие выходные сигналы и реализовав описанный
выше алгоритм, восстанавливаем ядра Вольтерра:

g1(k, l) =
(

1
2

)k−l

, g2(k, l1, l2) = (k − l2)
(

1
3

)k−l1−l2

,

что полностью совпадает с исходными выражениями (3.18).
Таким образом, показано, что нелинейный измерительный преобразова-

тель (3.7), ядра Вольтерра которого удовлетворяют условиям физической реа-
лизуемости (3.8), описывается уравнением

y(k) =
k∑

l=0

(
1
2

)k−l

x(l) +
k∑

l1=0

k−l1∑
l2=0

(k − l2)
(

1
3

)k−l1−l2

x(l1)x(l2).

Разработанный метод восстановления ядер Вольтерра дискретных дина-
мических систем с сосредоточенными параметрами по аналогии с непрерыв-
ными системами распространяется и на нелинейные дискретные динамические
системы с распределенными параметрами.
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Заключение

Предложенные методы восстановления ядер Вольтерра непрерывных и
дискретных нелинейных динамических систем позволяют восстанавливать яд-
ра высоких порядков (двух, трех и более). Предложенные методы восстановле-
ния ядер Вольтерра распространяются на системы уравнений.
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