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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАСЧЕТА КОЭФФИЦИЕНТА ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЯ  
В КОМПОЗИТНОЙ ГИЛЬЗЕ ПРИ ОБРАЗОВАНИИ ТРЕЩИНЫ В ОБЛАСТИ КОНТАКТА МАТЕРИАЛОВ 

 
Д.В. Бакланов, Е.И. Минаков, А.С. Ишков 

 

В данной статье изложена математическая модель расчета коэффициента интенсивности напряже-
ния в композитной составной гильзе. Рассмотрена проблема трещинообразования в области контакта различных 
материалов композитной гильзы. 

Ключевые слова: аппроксимирующий контур, сингулярность, деформация сдвига, критерий разрушения 
Ирвина.  

  
В процессе быстрой деформации материала его механические свойства могут измениться по сравнению 

со свойствами, полученными при статических испытаниях. Для расчетов композиционной гильзы мы должны учи-
тывать влияние скорости трещинообразования на свойства используемых материалов. Таким образом, в статье были 
изучены коэффициенты интенсивности напряжений в области трещинообразования.  

Напряжения и деформации в непосредственной близости от вершины острой трещины пропорциональны 

r
K , где K  – коэффициент интенсивности напряжений, r  – расстояние данной точки от вершины. При этом 

напряжение в вершине трещины имеет особенность вида 
r

1 (корневую). Прямые методы определения коэффици-

ентов интенсивности напряжений методом конечных элементов используются для оценки напряжений или смеще-
ний в области вершины трещины. При этом очевидно, что точность результатов определения коэффициентов интен-
сивности напряжений с использованием метода конечных элементов зависит от того, насколько точно моделируется 
поле напряжений и деформаций в окрестности вершины трещины. Обычные элементы конечных элементов, постро-
енные на основе представления поля смещений с использованием полиномов с целыми степенями, могут затруднять 
точное моделирование. Для устранения этой проблемы в сетку вводятся один или несколько специальных элемен-
тов, которые моделируют сингулярность напряжений. Таким образом, распределение смещений вдоль этой области 
определяется соответствующим выражением. 
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rCrCCui 321 ++= .              (1) 
Пусть )(),4/(),0( LuLuu iii  – компоненты перемещения узла в вершине трещины, промежуточного узла, 

сдвинутого на четверть длины стороны, и углового узла соответственно. Здесь L – длина стороны, расположенной 
вдоль луча с началом в вершине трещины, а координата r отсчитывается от вершины. Тогда константы в выражении 
для распределения перемещений могут быть записаны в виде  

),0(1 iuС = ( )[ ])0(3)(4/41
2 iii uLuLu

L
C −−= .                   (2) 

[ ])4/(4)0(2)(21
3 LuuLu

L
C iii −+= .                        (3) 

Величина 1С отражает перемещение вершины трещины, 2С  – ту часть перемещения, которая соответствует 
асимптотике, 3С  – постоянную деформацию и вращение тела как целого. Приравнивая все члены и считая )0(iu
равным нулю, получаем 

[ ])()4/(4
)(
22

1 LuLu
LF

GK ii
i

−=
θ

π .                   (4)  

Часто используемым способом выбора функции перемещений в пределах элемента является задание их в 
параметрической форме с использованием координат 1,1 ≤≤− nξ  следующим образом: 

( ) ii uNu ηξ ,∑= ,                    (5)  
где u  – вектор перемещений в произвольной точке с компонентами по осям 

yx uu , ; iu  –  перемещение узлов; iN  – 
интерполирующие функции формы. 

Для линейного четырехугольного элемента функции формы равны 

( ) ( )( )iiiN ηηξξηξ −−= 11
4
1, ,              (6) 

где ii ηξ ,  – локальные координаты узлов. В этом случае перемещения есть линейные функции координат, а сам эле-
мент называют линейным. 

Эти функции использовались для описания формы трещины, которая проходит через границу между двумя 
средами - основным материалом и основанием гильзы. Конечно-элементарная модель части составной композитной 
гильзы и наложенной сетки в месте контакта материала представлены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Сетка у вершины трещины и на поверхности охватывающего квадрата 

 
При проведении моделирования горения пороховых газов в полости композитной гильзы был сделан вывод 

что на контакте соединения двух материалов происходит сингулярность напряжений и соответственно повышается 
вероятность образования трещины и разрыва материала. 

Совмещение двух соседних узлов четырехугольного элемента дает треугольный элемент, показанный на 
рис. 2. Для него распределение перемещений можно записать следующим образом 

( ) ( ) ( ) 321 1
2
11

2
11 uuuu ηρηρρ ++−+−= ,               (7) 

где введено обозначение 
2

1 ξρ +
= . Заменив далее параметр координаты ρ  на λρ , получим (λ  - степень асимпто-

тики перемещений в окрестности вершины). 
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Для описания распределения перемещений в вершине трещины следует положить 
2
1

=λ . При этом 

( ) ( )
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133122
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uuLuuL
uu

+

−+−
+= .                          (9) 
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Здесь так называемые L  – координаты связаны с локальными координатами соотношениями 

2
1,

2
1

32
ηρηρ +

=
−

= LL .                               (10) 

 

 
Рис. 2. Треугольный элемент 

 
В общем случае роста трещины поток упругой энергии G  в ее вершину может быть выражен следующей 

формулой 
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Приток энергии в вершину трещины будет определятся через коэффициенты интенсивности напряжений 

( ) ( )[ ]2)2()1(2)2()1(1
IIIIIIIII KKKK

E
GGG +++=+= .                   (12) 

Траектория аппроксимирующего контура не обязательно проходит исключительно через узлы сингуляр-
ных элементов, так как выбор контура может быть достаточно произвольным. Для вычисления номеров узлов вво-
дим параметры 

kji nnn ,, , представленные на рис. 3. 
 

 
Рис. 3. Размещение параметров kji nnn ,, на берегах трещины на стыке донной части и тела гильзы 

 
Путем использования метода конечных элементов для вычисления значений напряжений и смещений в 

области близ вершины трещины, можно определить коэффициенты интенсивности напряжений IIIIII KKK ,, . 
Ясно, что для получения точных результатов необходимо использовать специальные сингулярные элементы. На рис. 
4 представлены значения коэффициетов инстенсивности напряжений по которым 0≠IK , а коэффициенты 

0, =IIIII KK , как и должно быть для трещины отрыва. В данном случае 1217455,0 ЕKI = . 
На рис. 5 представлен численный результат значений коэффициентов напряжений у стали и полиамида 

при их разрыве 

1

2

3

Y
η

ξ
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Рис. 4. Значения коэффициентов интенсивности напряжений в области разрыва трещины композитной  

составной гильзы 
 

 
Рис. 5. Значения коэффициентов интенсивности напряжений в области разрыва трещины  

у стали и полиамида композитной составной гильзы 
 

Коэффициент IK  означает симметричное деформирование. Материал сопротивляется разрыву и для того 
чтобы его преодолеть, коэффициент интенсивности напряжений должен достичь максимального значения, обознача-
емого ICK . В этом состоит критерий разрушения Ирвина ICI KK ≤ . 

Предельный (критический) коэффициент интенсивности напряжений ICK , этот параметр, известный как 
вязкость разрушения, является механической характеристикой материала, которая оценивает его способность проти-
востоять распространению трещины при хрупком разрушении. 

Коэффициент IIK  отражает обратно симметричное нагружение относительно линии трещины; это тре-
щина поперечного сдвига – деформация сдвига происходит поперек фронта трещины. Сопротивление материала 
такому виду деформации обозначено IICII KK ≤ ,  где IICK  – вязкость разрушения для трещины второго типа. 

Для трещины третьего типа, коэффициент IIIK  отражает обратно симметричное нагружение вдоль фрон-
та трещины; это трещина продольного сдвига – деформация сдвига параллельна фронту трещины. Критерий разру-
шения запишется аналогично предыдущим IIICIII KK ≤ , где IIICK  – вязкость разрушения при продольном сдвиге. 
Касательные напряжения и эпюры главных напряжений полученных результатов представлены на рис. 6 и рис. 7. 

 

 
Рис. 6. Касательные напряжения 
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Рис. 7. Эпюры главных напряжений (Па) на продолжении трещины по оси симметрии: X-SX, Y-SY, Z-SZ 

 
Выводы. Поскольку коэффициенты напряжений есть результат решения задач линейной теории упруго-

сти, то справедлив принцип суперпозиции. Это означает, что произвольную нагрузку можно представить в виде 
симметричной и обратно симметричных составляющих. Из этого следует, что численные методы по заранее создан-
ным алгоритмам на основе определенных моделей отражают именно эту модель и не всегда способны гарантировать 
достоверность результатов. 
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A MATHEMATICAL MODEL FOR COLCULATING THE STRESS INTENSITY COEFFICIENT IN A COMPOSITE SLEEVE 
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This article presents a mathematical model for calculating the stress intensity coefficient in a composite sleeve. 

The problem of cracking in the contact area of various materials of a composite sleeve is considered. 
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