
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ  
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ 

Федеральное государственное бюджетное 
образовательное учреждение высшего образования 

«Пензенский государственный университет» (ПГУ) 

 

 

 

 

  

 

М. В. Глебова, О. Г. Никитина,  
Е. Г. Журавлева 

 
 
 
 
 

МАТЕМАТИКА 
 

Учебное пособие 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Пенза 
Издательство ПГУ 

2021 



2 

УДК 51 

 Г53 

 

Р е ц е н з е н т ы: 

кандидат педагогических наук, доцент, 

доцент кафедры «Высшая и прикладная математика» 

Пензенского государственного университета  

Н. В. Зверовщикова; 

кандидат педагогических наук, доцент, 

доцент кафедры «Общепрофессиональных дисциплин»  

Пензенский  филиал Военной академии материально-технического  

обеспечения имени генерала армии А. В. Хрулёва  

Е. В. Шипанова 

 

 

 

 

Г53 
Глебова, Мария Владимировна.  

Математика : учеб. пособие / М. В. Глебова, О. Г. Ники-

тина, Е. Г. Журавлева. – Пенза : Изд-во ПГУ, 2020.  102 с. 

ISBN 978-5-907456-23-5 

Представлены теоретический материал, упражнения и задачи по 

различным разделам высшей математики: аналитическая геометрия на 

плоскости, векторная и линейная алгебра, дифференциальное и инте-

гральное исчисления, дифференциальные уравнения. Содержатся об-

разцы решения наиболее типичных для рассматриваемых тем задач, 

после чего приводятся задания для самостоятельной работы. 

Издание подготовлено на кафедре «Математическое образова- 

ние» ПГУ и предназначено для обучающихся по направлениям подго-

товки: 49.03.02 «Физическая культура для лиц с отклонениями в состо-

янии здоровья (адаптивная физическая культура)», 49.03.01 «Спортив-

ная тренировка в избранном виде спорта», 44.03.01 «Педагогическое 

образование», профиль «Физкультурное образование». 

 
УДК 51 

 

 

 

 

 
 

 

ISBN 978-5-907456-23-5                    © Пензенский государственный  

университет, 2021 



3 

СОДЕРЖАНИЕ 
 

ПРЕДИСЛОВИЕ ............................................................................................... 4 

Раздел 1. Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии ...... 5 

1.1. Матрицы и определители ..................................................................... 5 

1.2. Системы линейных уравнений.  Методы решения систем ........ 18 

1.3. Векторы на плоскости.  Система координат.  

Прямая на плоскости ............................................................................ 27 

1.4. Кривые второго порядка ............................................................... 42 

Раздел 2. Элементы математического анализа ............................................ 499 

2.1. Множества.  Операции над множествами ................................... 49 

2.2. Понятие функции. Свойства.  График функции ......................... 54 

2.3. Понятие производной функции.  Правила нахождения  

производной функции одной переменной .......................................... 57 

2.4. Неопределенный и определенный  интеграл .............................. 74 

2.5. Дифференциальные уравнения  первого и второго порядка ..... 87 

Список литературы ........................................................................................... 99 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 

ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

В соответствии с требованиями ФГОС ВО (3++) студенты, 

обучающиеся по направлениям подготовки 49.03.02 «Физическая 

культура для лиц с отклонениями в состоянии здоровья (адаптивная 

физическая культура), 49.03.01 «Спортивная тренировка в избран-

ном виде спорта», 44.03.01 «Педагогическое образование» профиль 

«Физкультурное образование», обязаны знать основы математики. 

Целью освоения дисциплины «Математика» является приоб-

ретение обучающимися знаний и умений в области математики и ее 

основных математических методов и их приложений; развитие уни-

версальных компетенций, позволяющих подготовить конкуренто-

способного выпускника.  

Место математики в жизни и науке определяется тем, что она 

позволяет перевести «общежитейские», интуитивные подходы к 

действительности, основанные на чисто качественных (а значит, 

приблизительных) описаниях, на язык точных определений и фор-

мул, из которых можно сделать количественные выводы. В спорте 

присутствует и порядок, и мера, математика для него не может 

быть сторонней наукой.  

Таким образом, при изучении дисциплины «Математика» сту-

денты, обучающиеся по указанным направлениям, получают необ-

ходимые для дальнейшей своей профессиональной деятельности 

теоретические знания, а также у них формируются необходимые 

профессиональные навыки: навыки проверки научных гипотез, по-

строения экспериментальных схем, проверки достоверности полу-

ченных выводов.  
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Раздел 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 
 

1.1. Матрицы и определители 

Матрицы и операции над ними.  

Свойства операций 

Матрицей размерности m на n называется прямоугольная таб-

лица чисел, содержащая m строк и n столбцов.  

Обозначаются матрицы заглавными английскими буквами.  

Числа, составляющие матрицу, называются ее элементами и 

обозначаются прописными английскими буквами с двойным индек-

сом, где первый индекс указывает номер строки, в которой стоит 

этот элемент, а второй индекс – номер столбца. 

Матрица размера m на n записывается в виде 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 

или, сокращенно, ( )ijA a , где 1,...,i m  – номер строки, 1,...,j m  – 

номер столбца. 

Например, 
1 2

3 4
A

 
  
 

 – матрица размерности 2  2, 

3 3 1

2 5 4
В

 
  

  
 – матрица размерности 2  3. 

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется ну-

левой, обозначается буквой О.  

Элементы матрицы, у которых номер строки совпадает с но-

мером столбца, называются диагональными и образуют главную 

диагональ матрицы. 

Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, назы-

вается квадратной.  

Например, 
1 2

3 4
A

 
  
 

 – квадратная матрица размерности 2. 

Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме элемен-

тов главной диагонали, равны нулю, называется диагональной. 
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Например, 
1 0

0 4
A

 
  
 

 – диагональная матрица размерности 2. 

Диагональная матрица, у которой каждый элемент главной 

диагонали равен единице, называется единичной и обозначается 

буквой Е. 

Например, 2 2

1 0

0 1
E 

 
  
 

 – единичная матрица 2-го порядка, 

3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E 

 
 


 
 
 

– единичная матрица 3-го порядка. 

Две матрицы одинакового размера называются равными, если 

равны элементы этих матриц, стоящие на соответствующих местах.  

Am×n = Bm×n  aij = bij для всех номеров i от 1 до m, j от 1 до n. 

Сложение матриц 

Сложение и вычитание матриц сводится к соответствующим 

операциям над их элементами, причем эти операции определены 

только для матриц одинакового размера. 

Суммой двух матриц ( )m n ijA a   и ( )m n ijB b   называется 

матрица ( )m n ijC c   такая, что ij ij ijc a b   ( 1,...,i m ; 1,...,j n ).  

Например, 
5 3 0

1 0 6

 
 

 

0 3 1

2 5 4

 
 

  

5 0 1

1 5 10

 
 
  

. 

Пусть ( )m n ijA a  , ( )m n ijB b   и ( )m n ijC c   ( 1,...,i m ; 

1,...,j n ) – матрицы одинакового размера. Тогда имеют место 

свойства: 

1) ( ) ( );A B C A B C      

2) ;A O A   

3) .A B B A    

Умножение матрицы на число 

Произведением матрицы ( )m n ijA a   на число k называется 

матрица ( ),m n ijB b   такая, что ij ijb k a   ( 1,...,i m ; 1,...,j n ). 

Матрица ( 1)A A     называется противоположной матрице А.  
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Например, 10
5 3 0

1 0 6

 
 

 

50 30 0

10 0 60

 
 
 

. 

Пусть ( )m n ijA a  , ( )m n ijB b   ( 1,...,i m ; 1,...,j n ) – матрицы 

одинакового размера, R . Тогда имеют место свойства: 

1) ( ) ;A B A B      

2) ( ) ;A A A      

3) ( ) ( );A A     
4) 1 .A A   

Вычитание матриц 

Определение. Разностью двух матриц ( )m n ijA a   и 

( )m n ijB b   называется матрица ( )m n ijC c   такая, что ij ij ijc a b   

( 1,...,i m ; 1,...,j n ).  

Например, 
5 3 0

1 0 6

 
 

 

0 3 1

2 5 4

 
 

  

5 6 1

3 5 2

 
 
 

. 

Заметим, что данную операцию можно определить, используя 

предыдущие операции, как ( 1) .A B A B     

Произведение матриц 

Операция умножения матриц вводится только для случая, ко-

гда число столбцов первой матрицы равно числу строк второй мат-

рицы.  

Произведением матрицы ( )m n ijA a   на матрицу ( )n p jkB b   

называется матрица ( )m p ikC c   такая, что  

1 1 2 2 ...ik i k i k in nkc a b a b a b       ,  

где 1,...,i m ; 1,...,j n , 1,...,k p , т.е. элемент i-й строки и k-го 

столбца матрицы произведения С равен сумме произведений эле-

ментов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы k-го 

столбца матрицы В.  

Например, пусть 
1 2 1

3 1 0
A

 
  
 

, 
1 3

1 2
В

 
  
 

.  

Заметим, что произведение А В  не определено, так как число 

столбцов матрицы А не совпадает с числом строк матрицы В.  
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При этом определено произведение В А , которое считают 
следующим образом: 

1 3 1 2 1

1 2 3 1 0
В А

   
      

   

1 1 3 3 1 2 3 1 1 1 3 0

1 1 2 1 2 2 1 1 1 2 0

         
 

        

10 5 1

7 4 1

 
  
 

. 

Важным свойством умножения матриц является то, что умно-
жение матриц не коммутативно, т.е. в общем случае АВ   ВА, да-
же если определены оба произведения.  

Однако если для каких-либо матриц соотношение АВ = ВА 
выполняется, то такие матрицы называются перестановочными. 
Самым характерным примером может служить единичная матрица, 
которая является перестановочной с любой другой матрицей того 
же размера. Перестановочными могут быть только квадратные мат-
рицы одного и того же порядка. Отметим и другие свойства умно-
жения матриц: 

1) ( ) ( ) ,A BC AB C  если все произведения существуют; 

2) ( ) ,A B C AB AC    если произведение АВ и сумма В + С 

существуют; 

3) ( ) ,B C A BA CA    если произведение ВА и сумма В + С 

существуют; 

4) для любых матриц А, В и ( ) ( ) ( ) ( ),R AB A B A B        

если произведение АВ существует.
 

Возведение матрицы в натуральную степень 

Возведение квадратной матрицы A  в натуральную степень n 

определяется следующим образом: 

раз

...n

n

A A A A    . 

Транспонирование матрицы 

Матрица, полученная из матрицы A , заменой ее строк столб-
цами с сохранением их порядка, называется транспонированной 

матрицей к матрице A  и обозначается ТA .  

 Например, если 
1 2

3 4
A

 
  
 

, то 
1 3

2 4

ТA
 

  
 

; если 
1

0
A

 
  
 

, то 

 1 0ТA  . 
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Транспонированная матрица обладает следующими свойствами: 

1) ( )Т ТA А , 

2) ( )Т T TA B А B   , 

3) ( )Т T TA B B A   . 

Определители, свойства определителей 

Пусть имеется матрица 1-го порядка 11( )A a . 

Определителем матрицы 1-го порядка 11( )A a  называется 

число 11a . 

Пусть имеется матрица 2-го порядка 
11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

. 

Определителем матрицы 2-го порядка называется число, обо-

значаемое символом 
11 12

21 22

a a

a a
 и определяемое равенством 

 
11 12

11 22 12 21
21 22

a a
a a a a

a a
  . 

Например, 
1 2

1 4 2 3 4 6 2
3 4

        . 

Пусть имеется матрица 3-го порядка 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 


 
 
 

. 

Определителем матрицы 3-го порядка называется число, обо-

значаемое символом 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

   и определяется равенством  

11 22 33 12 23 31 21 32 13 13 22 31 12 21 33 11 32 23.a a a a a a a a a a a a a a a a a a        

При вычислении определителя 3-го порядка удобно пользо-
ваться так называемым правилом треугольников, которые символи-
чески можно записать так: 
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Например, 

2 3 1

4 1 2 2 1 8 3 2 5 4 3 1 (5 1 1 3 4 8 3 2 2) 55.

5 3 8

                     

Пусть имеется матрица А порядка более третьего. 

Для вычисления определителей порядка большего трех ис-

пользуют понятия минора и алгебраического дополнения элемента.  

Пусть задана А – квадратная матрица порядка n  

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

. 

Минором элемента ika  определителя называется опреде- 

литель, получаемый из данного определителя вычеркиванием  

i-й строки и k-го столбца и обозначается Мik.  

Алгебраическим дополнением элемента ika  называется минор 

этого элемента, умноженный на (–1)
i+k

 и обозначается Aik. 

Например, пусть A = 

1 2 1

2 1 3

3 1 2

 
 
 
 
 

. Минором элемента а23 = 3 

матрицы А является определитель M23 = 
1 2

3 1
 = –5, а алгебраиче-

ское дополнение A23 = (–1)
5
M23 = 5. 

Теорема. Определитель квадратной матрицы А = (ast) порядка 

n равен сумме произведений элементов какого-либо столбца (стро-

ки) на их алгебраическое дополнение, т.е. 

|А| = а1kA1k + а2kA2k + … + аnkAnk или |А| = аi1Ai1 +аi2Ai2 + … + аinAin . 

Свойства определителей 

1. Величина определителя не изменится при транспониро-

вании. 

Например, используя данное свойство, можно, не вычисляя 

сами определители, выяснить, что значение выражения  
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39 41 21 4

83 71 2 0

3 14 53 22

4 73 46 13



 



 – 

39 83 3 4

41 71 14 73

21 2 53 46

4 0 22 13





 

 

равно нулю. 

Следствие. Все свойства определителя, справедливые для 

строк также справедливы и для столбцов. 

 2. При перестановке любых двух строк (столбцов) определи-

тель матрицы меняет знак. 

Например, используя данное свойство, можно, не вычисляя 

сами определители, выяснить, что значение выражения  

9 61 41 4

37 71 2 0

13 14 53 22

64 73 46 13



 



 + 

64 73 46 13

37 71 2 0

13 14 53 22

9 61 41 4






 

равно нулю. 

3. Если определитель имеет два одинаковых столбца или две 

одинаковые строки, то он равен нулю. 

Например, используя данное свойство, можно сразу сказать, 

что определитель 

1 2 1 4

2 1 2 3

3 4 3 2

4 3 4 1



 



 равен нулю. 

4. Умножение всех элементов одного столбца или одной стро-

ки определителя на любое число  равносильно умножению опре-

делителя на это число . 

Следствие. Общий множитель всех элементов какой-либо 

строки (столбца) можно выносить за знак определителя. 

Например, 

222 333 111 2 3 1

400 100 200 111 100 ( 10) 4 1 2 111000 ( 55) 6105000.

50 30 80 5 3 8

        

  

 

5. Если все элементы некоторого столбца или строки опреде-

лителя равны нулю, то и сам определитель равен нулю. 
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Например,  

11 2 0 4

23 1 0 3
0

39 4 0 2

41 3 0 1




 



. 

6. Если элементы двух столбцов или двух строк определителя 

пропорциональны, то определитель равен нулю. 

Например, 

9 83 3 18

41 71 14 82
0

21 2 53 42

4 73 22 8

 








, так как первый и послед-

ний столбец пропорциональны. 

7. Определитель треугольной матрицы равен произведению 

элементов, стоящих на главной диагонали. 

Например, 

9 83 3 18

0 21 14 82
( 9) 21 53 8 80136.

0 0 53 42

0 0 0 8

 


        

8. Если каждый элемент какого-либо столбца (строки) опреде-

лителя представляет собой сумму двух слагаемых, то определитель 

может быть представлен в виде суммы двух определителей, где  

в выбранном столбце первого определителя записаны первые сла-

гаемые, а во втором определителе – вторые слагаемые, при этом все 

остальные элементы остаются такими же. Например,  

222 1 333 1 111 1223 334 112

4 1 2 4 1 2

2 3 1 2 3 1

222 333 111 1 1 1

4 1 2 4 1 2 0 5 5.

2 3 12 3 1

  

 

    

 

9. Если к элементам некоторого столбца (строки) определите-

ля прибавить соответствующие элементы другого столбца (строки), 
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умноженные на любой множитель , то величина определителя не 

изменится. 

Данное свойство удобно использовать для того, чтобы приве-

сти матрицу определителя к треугольному виду.  

Например,  

1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
96.

3 0 1 2 0 6 8 2 0 0 4 20 0 0 4 20

2 3 0 1 0 1 6 1 0 0 4 4 0 0 0 24

   
 

  

 

Матрица 1А  называется обратной матрице А, если выполне-

но условие: 1 1А А А А Е     , где Е – единичная матрица того же 

порядка, что и матрица А. 

Теорема. Каждая квадратная матрица с определителем, не 

равным нулю, имеет обратную матрицу и притом только одну и 

находится она по формуле 

1 1
А А

А

  ,  

где А  – транспонированная матрица алгебраических дополнений 

соответствующих элементов матрицы А.  

Свойства обратной матрицы 

1. 1 1( )A A   . 

2. 1 1 1( )A B B A     . 

3. 1 1( ) ( )T TA A  . 

Пример. Для матрицы  

2 7 3

3 9 4

1 5 3

А

 
 


 
 
 

 

найдем обратную матрицу 1А . 

Решение. Так как 3 0А    , то для матрицы А существует 

обратная матрица 1А . Вычислим алгебраические дополнения эле-

ментов матрицы А:  
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1 1
11

9 4
( 1) 7;

5 3
А    1 2

12

3 4
(1) 5;

1 3
А    1 3

13

3 9
( 1) 6;

1 5
А     

2 1
21

7 3
( 1) 6;

5 3
А     2 2

22

2 3
( 1) 3;

1 3
А   

2 3
23

2 7
( 1) 3;

1 5
А      

3 1
31

7 3
( 1) 1;

9 4
А    3 2

32

2 3
( 1) 1;

3 4
А    3 3

33

2 7
( 1) 3.

3 9
А      

Тогда 
1

7 6 1
1 1

5 3 1 .
3

6 3 3

А А
А

 

 
 

   
 
     

Примеры решения задач 

Пример 1. Найдем сумму матриц 
2 3 0

4 5 6
А

 
  
 

 и 

3 3 1

2 5 4
В

 
  

  
. 

Решение. При сложении матриц соответствующие элементы 

складываются, т.е. 

 
2 3 0

4 5 6

 
 

 

3 3 1

2 5 4

 
 

  

5 0 1

2 0 10

 
 
 

. 

 

Пример 2. Найдем произведение матрицы 
0 1 2

3 4 5
A

 
  
 

 на 

число 2k  . 

Решение. При умножении числа на матрицу все элементы 

матрицы умножаются на это число: 

0 1 2

3 4 5
A

 
  
 

, 2,k   тогда 
0 2 4

6 8 10
A k

 
   

 
. 
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Пример 3. Вычислим 3 22A A E  , где 

2 1 0

0 2 0

1 1 1

A

 
 


 
 
 

. 

Решение. 3 22A A E  = 2A A A A A E     , где 

1 0 0

0 1 0 .

0 0 1

E

 
 


 
 
 

 

2

2 1 0 2 1 0

0 2 0 0 2 0

1 1 1 1 1 1

A A A

   
   

    
   
   
   

2 2 1 0 0 1 2 1 1 2 0 1 2 0 1 0 0 1

0 2 2 0 0 1 0 1 2 2 0 1 0 0 2 0 0 1

1 2 1 0 1 1 1 1 1 2 1 1 1 0 1 0 1 1

               
 

                
 
                

4 4 0

0 4 0 ;

3 4 1

 
 
 
 
   

3 2

4 4 0 2 1 0

0 4 0 0 2 0

3 4 1 1 1 1

A A A

   
   

    
   
   
   

4 2 4 0 0 1 4 1 4 2 0 1 4 0 4 0 0 1

0 2 4 0 0 1 0 1 4 2 0 1 0 0 4 0 0 1

3 2 4 0 1 1 3 1 4 2 1 1 3 0 4 0 1 1

               
 

                
 
                

8 12 0

0 8 0

7 12 1

 
 
 
 
 

; 

3 22A A E   = 

8 12 0

0 8 0

7 12 1

 
 
 
 
 

4 4 0 1 0 0

2 0 4 0 0 1 0

3 4 1 0 0 1

   
   

 
   
   
   

 = 

= 

8 12 0

0 8 0

7 12 1

 
 
 
 
 

8 8 0 1 0 0

0 8 0 0 1 0

6 8 2 0 0 1

   
   

 
   
   
   

 = 

1 4 0

0 1 0

1 4 0

 
 
 
 
   

 

Пример 4. Вычислим определители матриц  

а) 
2 3

5 6


; б)

5 2 1

3 1 4

6 0 3







. 

Решение. а) 
2 3

2 6 5 ( 3) 12 ( 15) 27.
5 6


          
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б) 

5 2 1

3 1 4 5 1 ( 3) ( 2) ( 4) 6 3 0 1 6 1 1

6 0 3



                



 

3 ( 2) ( 3) 0 ( 4) 5 9          . 

Пример 5. Вычислим определитель 

2 4 6

5 12 19

3 9 17

, разложив его 

по элементам первой строки. 

Решение.  

1 1 1 2 1 3

2 4 6
12 19 5 19 5 12

5 12 19 2 ( 1) 4 ( 1) 6 ( 1) 8.
9 17 3 17 3 9

3 9 17

             

 

Пример 6. Дана матрица 

3 2 2

1 3 1

5 3 4

А

 
 


 
 
 

. Найдем обратную 

матрицу. 

Решение. Найдем определитель матрицы  

3 2 2

1 3 1 27 2 24 5

5 3 4

А      . 

Найдем алгебраические дополнения элементов этого опреде-

лителя: 

 11

3 1
9

3 4
А   , 21

2 2
2

3 4
А     , 31

2 2
4

3 1
А    , 

 12

1 1
1

5 4
А    , 22

3 2
2

5 4
А   , 32

3 2
1

1 1
А     , 

 13

1 3
12

5 3
А    , 23

3 2
1

5 3
А    , 33

3 2
7

1 3
А   . 
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Тогда обратная матрица запишется 
1

9 / 5 2 / 5 4 / 5

1/ 5 2 / 5 1/ 5

12 / 5 1/ 5 7 / 5

А

  
 

 
 
  

. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

 

1. Найти 3А–4В, АВ, ВА, 1А : 

1 4 2

5 8 7

0 3 5

А

 
 

 
 
 
 

; 

4 1 0

2 3 5

7 11 1

В

 
 


 
  

. 

2. Найти 5А+В, АВ, 1А : 

1 2 1

3 5 3

2 7 1

А

 
 

 
 
  

; 

2 1 3

2 3 2

0 2 5

В

 
 

 
 
 
 

. 

3. Найти 3А+В, ВА, 1А : 

2 0 1

2 3 2

4 1 5

А

 
 

 
 
  

; 

3 1 0

0 2 1

0 1 3

В

 
 


 
  

. 

4. Найти 3А , если 
3 2

1 4
А

 
  
 

. 

5. Найти значение матричного многочлена 22 3 5A A E  , где 

2 0 1

2 3 2

4 1 5

А

 
 

 
 
  

. 

6. Вычислить определители: 

1) 
1 3

3 2


. 2) 

1 5

2 7




. 3) 

0 1

4 5
. 

4) 

2 1 2

4 3 1

2 3 5

 . 5) 

1 0 5

2 3 2

1 2 0







. 6) 

1 1 6

2 2 19

3 3 17

. 

7) 

2 3 4

5 2 1

1 2 3

 . 8) 

1 17 6

1 13 1

1 7 1



 . 9) 

2 0 5

1 3 16

0 1 10

. 
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10) 

1 2 5

3 4 7

3 12 15



 

. 11) 

12 6 4

6 4 4

3 2 8



. 12) 

2 3 1

6 6 2

2 1 2







. 

13) 

1 2 3 0

0 1 2 3

3 0 1 2

2 3 0 1

. 14) 

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1





  



. 15) 

1 1 1 1

1 2 4 8

1 3 9 27

1 4 16 64

   

   

   

   

.  

 

 

1.2. Системы линейных уравнений.  
Методы решения систем 

 

Основные понятия и определения 

Системой линейных алгебраических уравнений, содержащей m 

уравнений и n неизвестных, называется система вида 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ;

... ;

...

... ,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

                           (*) 

где числа , 1,..., ; 1,...,ija i m j n   называются коэффициентами систе-

мы, числа ib  – свободными членами, ix  – неизвестные переменные. 

Матрица, составленная из коэффициентов системы (*), назы-

вается основной матрицей: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

, 

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

, 

1

2

...

m

b

b
B

b

 
 
 
 
 
 

, 

где А – основная матрица, X – вектор-столбец из неизвестных ix ;  

B – вектор-столбец из свободных членов ib . 

Основная матрица системы (*), дополненная столбцом сво-

бодных членов, называется расширенной матрицей системы (*) и 

обозначается А .  
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Решением системы (*) называется n значений неизвестных 

1 1 2 2, ,..., n nx c x c x c   , при подстановке которых все уравнения 

системы обращаются в верные равенства.  

Система уравнений называется совместной, если она имеет 

хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет ни одно-

го решения. 

Система уравнений называется совместной определенной, ес-

ли она имеет одно решение и совместно не в противном случае. 

Решить систему – значит, выяснить, совместна она или несов-

местна, если совместна, то найти все ее решения. 

 Основные методы решения систем линейных уравнений 

Основными методами решения систем линейных уравнений 

являются: 

1) матричный метод;  

2) метод Крамера; 

3) метод Гаусса. 

Рассмотрим каждый из этих методов. 

Матричный способ решения систем линейных уравнений 

Систему линейных алгебраических уравнений, содержащую п 
уравнений и п неизвестных, в матричном виде можно записать как 
АХ = В, где А – основная матрица системы, Х – вектор-столбец  
из неизвестных, В – вектор-столбец свободных членов. Тогда мат-
рицу X находим по формуле Х = А

–1
В, где А

–1
 – обратная матрица  

к матрице А. 
Очевидно, что этот метод применим только для тех систем 

линейных уравнений, где число переменных совпадает с числом 
уравнений, и только для тех систем, у которых определитель ос-
новной матрицы не равен нулю. Такие системы называются сов-
местно-определенными. Если же определитель основной матрицы 
системы равен нулю, то система является либо неопределенной, 
либо несовместной. 

Метод Крамера 

Данный метод был разработан швейцарским математиком Га-

бриелем Крамером (1704–1752). Этот метод также применим толь-

ко в случае систем линейных уравнений, где число переменных 

совпадает с числом уравнений. Также необходимо, чтобы опреде-

литель основной матрицы системы не равнялся нулю. 
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Теорема (правило Крамера). Пусть имеется система из  

n уравнений с n неизвестными  

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ;

... ;

...

... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

                      (1) 

Если определитель матрицы системы не равен нулю, то си-

стема имеет единственное решение, и это решение находится по 

формуле i
ix





, где   = detA, а  i – определитель матрицы, полу-

чаемой из основной матрицы системы заменой i-го столбца столб-

цом свободных членов. 

Если определитель   системы (1) равен нулю ( 0  ) и хотя 

бы один из определителей i  отличен от нуля, то система не имеет 

решения. 

Если 0   и все i  = 0, то система (1) либо не имеет реше-

ний, либо имеет бесконечно много решений. 

Пример. Решить систему 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3,

2 0,

2 9

х х х

х х х

х х х

  


  
   

 методом Крамера. 

Решение. Вычислим определитель : 

2 1 1

1 2 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 1 1 4 ( 0)

1 1 2

                      . 

Следовательно, система имеет единственное решение, т.е. яв-

ляется совместно определенной.  

Найдем это решение по формулам Крамера. Для этого вычис-

лим 1 2, 3,   . 

Заменим первый столбец на столбец свободных членов: 

1

3 1 1

0 2 1 3 2 2 1 1 9 0 1 1 1 2 9 0 1 2 3 1 1 0

9 1 2

                     . 
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Заменим второй столбец на столбец свободных членов: 

2

2 3 1

1 0 1 2 0 2 3 1 1 1 9 1 1 0 1 1 3 2 2 9 1 12

1 9 2

                      . 

Заменим третий столбец на столбец свободных членов: 

3

2 1 3

1 2 0 2 2 9 1 0 1 1 1 3 1 2 3 1 1 9 2 1 0 24

1 1 9

                     . 

По формулам Крамера: 

1
1

0
0;

4
x


  


 2
2

12
3;

4
x

 
   


 3
3

24
6

4
x


  


 

получили, что (0; 3; 6) – решение системы. 

 

Метод Гаусса 

В отличие от матричного метода и метода Крамера, метод 

Гаусса (Карл Фридрих Гаусс (1777–1855)  немецкий математик) 

может быть применен к системам линейных уравнений с произ-

вольным числом уравнений и неизвестных.  

Пусть имеется система линейных алгебраических уравнений, 

содержащая m уравнений и n неизвестных 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ;

... ;

...

... .

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

                      (2) 

Суть метода Гаусса (метода последовательного исключения 

переменных) заключается в том, чтобы с помощью элементарных 

преобразований над уравнениями системы последовательно исклю-

чать переменные, т.е. сначала во всех уравнениях, кроме первого, 

исключить переменную 1x , затем во всех уравнениях, кроме перво-

го и второго, – исключить переменную 2x  и т.д. Говорят, что си-

стему приводят к так называемому «ступенчатому виду», в частно-

сти, возможно, к «треугольному виду».  
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Напомним, что элементарными преобразования системы ли-

нейных уравнений называются следующие преобразования: 

1) исключение из системы уравнения: 1 20 0 ... 0 0nx x x       ; 

2) умножение обеих частей любого уравнения на , R  , 

0  ; 

3) прибавление к любому уравнению любого другого уравне-

ния, умноженного на , R  , 0  . 

Определение. Две системы линейных уравнений от n неиз-

вестных называются равносильными, если они не совместны или 

множеств их решений совпадают. 

Теорема. Если система линейных уравнений получена из дру-

гой системы уравнений посредством элементарных преобразований 

типа 1, 2 или 3 , то она равносильна исходной. 

В результате последовательного исключения переменных по-

средством элементарных преобразований над уравнениями системы 

приходим к одному из трех возможных случаев. 

Первый возможный случай. В ходе преобразований над 

уравнениями системы получим систему линейных уравнений (СЛУ), 

содержащую уравнение вида 1 20 0 ... 0 ,nx x x b        где 0b  . 

Очевидно, что в этом случае СЛУ (2) несовместна. 

Второй возможный случай. Элементарные преобразования, 

примененные к СЛУ (2), приводят к системе уравнений так называ-

емого «треугольного вида», в этой системе количество переменных 

совпадает с количеством уравнений и последнее уравнение содер-

жит только одну переменную, т.е. имеет следующий вид:  

11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

33 3 3 3

... ,

... ,

... ,

...

,

0 ( 1, ).

n n

n n

n n

nn n n

ii

с x c x c x c

c x c x c

c x c x c

c x c

c i n

   


  



  





 

                      (3) 

Система (3) имеет единственное решение. Следовательно, и 

система (2) имеет единственное решение. 

Далее проводим обратный ход метода Гаусса: из последнего 

уравнения находим переменную nx , найденное значение подстав-

ляем в предпоследнее уравнение и находим переменную 1nx   и т.д. 
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Третий возможный случай. После приведения системы к 
ступенчатому виду получаем систему, в которой количество урав-
нений меньше количества переменных:  

11 1 12 2 1 1

2 2 2

3 3 3

... ,

... ,

... ,

...

... ,

n n

k k n n

l l n n

rs s rn n r

с x c x c x c

c x c x c

c x c x c

c x c x c

   


  



  



  

                        (4) 

где 1< k < l < …< s, 11 20, 0 , . . . , 0 , .k rsс с c r m     

В этом случае неизвестные 1, , ,...,k l sx x x x в системе (4) назы-

ваются главными неизвестными, а остальные неизвестные – сво-
бодными (их число равно n – r). Придадим произвольные числовые 
значения свободным неизвестным, тогда из нее главные неизвест-
ные определяются однозначно. Таким образом, система имеет ре-
шение, т.е. является совместной. Так как свободным неизвестным 
придавали произвольные числовые значения из R, то система (4) 
является неопределенной. Следовательно, и система (2) является 
неопределенной.  

Выразив в СЛУ (4) главные неизвестные через свободные не-
известные, получим систему, которая называется общим решением 
системы (2). Если в общее решение системы подставить конкрет-
ные значения свободным переменным и найти тогда значения глав-
ных переменных, то получим одно из решений системы, которое 
называется частных решением. 

 

Примеры решения задач 

Пример 1. Решим систему уравнений 

2,

3 2 2 1,

4 3 3 4

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 методом 

Гаусса. 
Решение. Исключим переменную х из второго и третьего урав-

нений, для этого сложим второе уравнение с первым, умноженным 
на –3 и третье уравнение с первым, умноженным на –4, получим 

2,

5,

4.

x y z

y z

y z

  

   
   
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Далее вторую строку, умножив на –1, прибавляем к 3-й, по-

лучим 

2,

5,

0 1.

x y z

y z

  

   
 

 

Очевидно, что последнее равенство не будет верным ни при 

каких значениях переменных, следовательно, система не имеет ре-

шений, т.е. является несовместной.  

Пример 2. Решить систему уравнений 

0,

3 2 5,

4 5 3

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 мето-

дом Гаусса. 

Решение. Исключим переменную х из второго и третьего 

уравнений, для этого сложим второе уравнение с первым, умно-

женным на –3 и третье уравнение с первым, умноженным на 4, 

получим 

0,

4 5,

5 9 3.

x y z

y z

y z

  

  
  

 

Далее вторую строку, умножив на –5, прибавляем к 3-й, по- 

лучим 

0,

4 5,

11 22.

x y z

y z

z

  


  
  

 

Система уравнений приняла треугольный вид 

0,

4 5,

2.

x y z

y z

z

  


  
 

 

Она имеет единственное решение, из последнего уравнения 

имеем 2z  ; подставляя это значение во второе уравнение, получа-

ем 3y   и, наконец, из первого уравнения находим 1x   . 

Примечание. Поскольку при элементарных преобразованиях над урав-

нениями мы фактически проводим вычисления над коэффициентами, стоя-

щими перед переменными, то все эти преобразования можно производить над 

расширенной матрицей системы. 
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Пример 4. Решить систему линейных уравнений методом 

Гаусса 

 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 2 4 1,

4 2 5 7 2,

2 8 2 7.

x x x x x

x x x x x

x x x x x

     


    
     

 

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы линей-

ных уравнений и посредством элементарных строчечных преобра-

зований приведем ее к ступенчатой матрице: 

2 1 3 2 4 1 ( 2)

4 2 5 1 7 2

2 1 1 8 2 7

А

     
 

  
  

 

( 1) 

 ~ 

 

~

2 1 3 2 4 1

0 0 1 5 1 4 ( 2)

0 0 2 10 2 8

   
 

    
   

~

2 1 3 2 4 1

0 0 1 5 1 4

0 0 0 0 0 0

   
 

  
 
 

~  

~
2 1 3 2 4 1

0 0 1 5 1 4

   
 

  
.  

По полученной матрице восстановим систему линейных урав-

нений: 

1 2 3 4 5

3 4 5

2 3 2 4 1,

5 4.

x x x x x

x x x

     

   

 

Эта система равносильна исходной системе. В качестве глав-

ных неизвестных возьмем 1 3, ,x x  тогда 2 4 5, ,х х х  свободные неиз-

вестные. Выразим главные неизвестные только через свободные 

неизвестные: 

1 2 4 5

3 4 5

1 13 1 11
;

2 2 2 2

5 4.

x x x x

x x x


   


   

 

Получили общее решение СЛУ.  

Пусть 2 4 50, 0, 1,х х х    тогда 1 35, 5.х х    Следовательно, 

(5, 0, – 5, 0, 1) – частное решение СЛУ. 
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Задачи для самостоятельного решения 

  

1. Найти решения систем: 

1) 

2 4 3 1,

2 4 3,

3 5 2.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

  2) 

2 2,

3 2 2 2,

2 1.

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 

3) 

2 3 5,

2 1,

3 4 6.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

  4) 

2 4 9 28,

7 3 6 1,

7 9 9 5.

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 

5) 

2 1,

3 2 0,

4 3 2.

x y z

x y z

x y z

  

   
   

  6) 

2 2,

2 3 2 2,

3 8.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

7) 

5 3 2,

4 3 2 16,

2 3 17.

x y z

x y z

x y z

   


  
   

  8) 

3 2 10,

5 2 15,

2 2 3.

x y z

x y z

x y z

  


   
   

 

9) 

5 3 4 11,

2 2 6,

3 2 2.

x y z

x y z

x y z

  


   
   

   10) 

5 3 4 6,

2 0,

2 0.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

11) 

1,

2 2,

3 2 2 3.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

   12) 

1,

2 2 2 3,

3 3 3 4.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

13) 

2 2,

2 2 4 4,

3 3 6 3.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

   14) 

2,

2 2 2 4,

3 3 3 5.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

15) 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 5 7 9 1,

2 3 4 5 2,

2 11 12 25 22 4.

x x x x x

x x x x x

x x x x x

    


    
     

 

16) 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 4 3 1,

2 2 0,

5 3 8 1.

x x x x

x x x x

x x x x

   


   
    
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17. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

1 2 3 4

4,

2 3 2 1

2 6,

3 0.

x x x x

x x x x

x x x

x x x x

   


   


  
    

 18. 

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 4 5

2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 18,

2 5 7

2 8

2 10,

3 1.

2 2 6 2 2

x x x x x

x x x x

x x x

x x x x

x x x x

x x x x

    


    

   


   
    


   

 

2. Найти общее решение и одно частное решение системы 

уравнений методом исключения неизвестных: 

1. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 7 3 6,

3 5 2 2 4,

9 4 7 6.

х х х х

х х х х

х х х х

   


   
    

  2. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 7 1,

4 6 2 3 2,

2 3 11 15 1.

х х х х

х х х х

х х х х

   


   
    

 

3. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 5 2 4 2,

7 4 3 5,

5 7 4 6 3.

х х х х

х х х х

х х х х

   


   
    

 4. 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 5 4 2,

6 4 4 3 3,

9 6 3 2 6.

х х х х

х х х х

х х х х

   


   
    

  

5. 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 5 8 8,

4 3 9 9,

2 3 5 7 ,

8 7 12.

х х х

х х х

х х х

х х х

  


  


  
   

   6. 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 3 1,

2 2 4 3 2,

3 3 5 2 3 1,

2 2 8 3 9 2.

х х х х х

х х х х х

х х х х х

х х х х х

    


    


    
       

 

 

1.3. Векторы на плоскости.  
Система координат. Прямая на плоскости 

Основные понятия и определения 

Отрезок называется направленным, если принимается во вни-

мание порядок, в котором заданы его концы.  

Вектором называется направленный отрезок. Направление 

вектора определяется указанием его начала и конца, при этом нача-

ло вектора ставится на первом месте. Если А – начало вектора, а В – 

его конец, то вектор обозначается символом АВ


 или а


. 
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Вектор ВА


 (начало в точке В, а конец в точке А) называется 

противоположным вектору АВ


. Вектор, противоположный вектору 

а


, обозначается а


 . 

Длиной или модулем вектора АВ


 называется длина соответ-

ствующего отрезка. Длина вектора обозначается | АВ


|. Вектор, дли-

на которого равна нулю, называется нулевым вектором и обознача-

ется 0


. Нулевой вектор направления не имеет. 

Вектор, длина которого равна единице, называется единичным 

вектором и обозначается е


. Единичный вектор, направление кото-

рого совпадает с направлением вектора а


, называется ортом век-

тора а


. 

Векторы а


 и b


 называются коллинеарными, если они лежат 

на одной прямой или на параллельных прямых. Записывают: 

а b
 

. 

Пример. 

 А    В     На рисунке АВ DС
 

,  

   F    АВ MN
 

, а векторы АВ


 и  

С    D   M   N  EF


 не коллинеарны.  

                        E 

 

Нулевой вектор считается коллинеарным любому вектору.  

Векторы АВ


 и СD


 называются одинаково направленными, ес-

ли лучи АВ и CD одинаково направлены.  

Векторы АВ


 и СD


 называются противоположно направлен-

ными, если лучи АВ и CD противоположно направлены.  

Два вектора называются равными ( а b
 

 ), если они коллине-

арны, одинаково направлены и имеют равные длины.  

Вектор можно параллельно переносить самому себе, а начало 

вектора помещать в любую точку плоскости. 
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Сложение и вычитание векторов 

Пусть а


 и b


 – два произвольных вектора. От какой-нибудь 

произвольной точки А отложим вектор АВ а
 

 , затем от точки В 

отложим вектор BC b
 

 .  

Определение. Вектор АC c
 

  называется суммой векторов а


 

и b


 и обозначается: c a b
  

  .  

 а


                      b


 

 

              В 

Для нахождения суммы двух неколлине-

арных векторов приходится строить тре-

угольник. 

 

 

  А 

                                С 

Это правило сложения векторов называют 

правилом треугольника. 

Если слагаемые векторы не коллинеарны, то для построения 

суммы двух векторов можно воспользоваться другим способом – 

правилом параллелограмма.  

Пусть а


 и b


 – два произвольных вектора. От какой-нибудь 

произвольной точки А отложим векторы АВ а
 

 , AD b
 

 .  

Вектор АC c
 

  называется суммой векторов а


 и b


 и обозна-

чается: c a b
  

  . 

Аналогично можно складывать любое конечное число векторов. 

 

  

а


                     

                                   b


 
  

 

Правило параллелограмма. Пусть а


, b


, c


– произвольные 

вектора, для них справедливы следующие свойства сложения век-

торов: 

1) a b b a
   

    – коммутативность;  

В 

С

В 

А 

D

А 
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2) ( ) ( )a b c a b c
     

      – ассоциативность; 

3) 0a a
  

   – закон поглощения нулевого вектора; 

4) ( ) 0a а
  

   . 

Под разностью векторов а


 и b


 понимается вектор c a b
  

   

такой, что b c a
  

  .  

 

а


               b


                            а


                      c a b
  

   
 

                                                               b


 
 

Можно вычитать векторы по правилу: a b
 

 ( )a b
 

   , т.е. 

вычитание векторов заменить сложением вектора а


 с вектором, 

противоположным вектору b


. 

 

Умножение вектора на число 

 Произведением вектора а


 на действительное число   назы-

вается вектор р


, который удовлетворяет условиям: 

1)  | р


|=| | ·| а


| , где | | – абсолютное значение числа  ; 

2)  р


 а


, если 0   и р


 а


, если 0  ; 

3)  0р
 

 , если 0  . 

Вектор р


, являющийся произведением вектора а


 на действи-

тельное число  , обозначают через а


 . При любых значениях    

и для любого вектора а


 вектор р


 определяется однозначно.  

 Для произвольных чисел ,   и векторов а


 и b


 справедли-

вы следующие равенства: 
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1) 1 а


  а


 и 1 а


    а


; 2) ( )а


  ( ) а


  ; 

3) ( )а b
 

  а b
 

   ; 4) ( ) а


 а b
 

   . 

Эти свойства позволяют проводить преобразования в линей-

ных операциях (под линейными операциями будем понимать: сло-

жение векторов, умножение вектора на число) с векторами так, как 

это делается в обычной алгебре: слагаемые менять местами, вво-

дить скобки, группировать, выносить за скобки как скалярные, так 

и векторные общие множители. 

Скалярное произведение векторов 

Пусть а


 и b


 – ненулевые векторы. Отложим от произвольной 

точки О векторы ОА а
 

 , ОB b
 

  и рассмотрим лучи ОА и ОВ. 

Углом между векторами а


 и b


 называется угол между лу-

чами ОА и ОВ, т.е. угол АОВ, если лучи не совпадают.  
 

                                                      А 

 а


                                           
 

                                            О                             В 

                b


   

Угол между векторами обозначается так: ( , )а b
 

. Угол между 

векторами не зависит от выбора точки О. Если лучи ОА и ОВ сов-

падают, то угол между ними считается равным нулю.  

Два не нулевых вектора а


 и b


 называются взаимно перпен-

дикулярными, если ( , )
2

а b
  

 , пишут: а


 b


.  

Для любых векторов а


 и b


 имеем, что 0 ( , )а b
 

   . 

Скалярным произведением двух ненулевых векторов а


 и b


 

называется число, равное произведению длин этих векторов на ко-

синус угла между ними.  

Скалярное произведение обозначается: а


b


; а b
 

 ; ( , )а b
 

. 
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Согласно определению имеем а


b


= а


· b


сos( , )а b
 

.  

Скалярное произведение векторов а


 и b


 будет равно нулю, 

если хотя бы один из векторов является нулевым или если векторы 

перпендикулярны (ортогональны). Наоборот, если скалярное про-

изведение векторов равно нулю а


b


 = 0, то либо один из векторов 

а


 и b


 – нулевой, либо эти векторы перпендикулярны. 

Рассмотрим свойства скалярного произведения: 

1. Скалярное произведение обладает переместительным 

свойством: для любых векторов а


 и b


  

а


∙ b


= b


∙ а


. 

2. Скалярное произведение обладает сочетательным свойст-

вом относительно скалярного множителя: для любых векторов а


 и b


  

( а


) · b


 =  ( b


 ∙ а


) . 

3. Скалярное произведение обладает распределительным 

свойством: для любых векторов а


, b


 и с


 

а


( b


+ с


) = а


 ∙ b


+ а


 ∙ .с


 

4. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины: 
2

а


=
2

а
  или а



 = 
2

а


 (если вектор а


 возвести скалярно в квадрат 

и затем извлечь корень, то получим не первоначальный вектор, а 

его модуль 
а
 ), в частности: 

2

i


=
2

j


= 1.  

Координаты вектора 

 Пусть векторы  1 2;а а а


 и  1 2;b b b


 заданы своими коорди-

натами, тогда справедливы следующие утверждения: 

1) при сложении (вычитании) векторов их одноименные коор-

динаты складываются (вычитаются): а


  b


 1 1 2 2;а b a b  ; 
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2) при умножении вектора на скаляр координаты вектора 

умножаются на этот скаляр: а


  1 2;а а  ; 

 3) для того чтобы векторы а


 и b


 были коллинеарны, необхо-
димо и достаточно, чтобы их координаты были пропорциональны:  

а


 b


1

1

а

b
 2

2

а

b
 ; 

4) два вектора а


 и b


 равны тогда и только тогда, когда вы-

полняется равенство: 
1 1

2 2

,a b

a b





, т.е. а



= b


   
1 1

2 2

,

;

a b

a b





  

5) длина вектора  1 2;а а а


 вычисляется по формуле 

а
 2 2

1 2а а  ; 

 6) скалярное произведение двух векторов определяется сле-

дующим образом: 1 1 2 2;а b a b a b
 

    

 7) векторы а


 и b


 перпендикулярны тогда и только тогда, когда 

их скалярное произведение равно нулю а


 b


  1 1 2 2a b a b 0 ; 

8) косинус угла между ненулевыми векторами а


 и b


 вычис-

ляется формулой  

cos( , )
a b

а b
а b

 
  




, т.е. 1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2

cos( , )
a b a b

а b

a a b b

  


 

. 

 Прямоугольная декартова система координат  

на плоскости 

Выбранные на плоскости две взаимно перпендикулярные 

прямые Ох и Оу, с указанными на них положительными направле-

ниями, называются координатными прямыми, точка О – началом 

координат. 

Совокупность координатных осей Ох, Оу и выбранной едини-

цы масштаба называется декартовой прямоугольной системой ко-

ординат на плоскости. Ось Ох называется осью абсцисс, ось Оу – 

осью ординат (рис. 1).  
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Рис. 1 

  

 Пусть точка М – произвольная точка плоскости, ее координа-

тами называется упорядоченная пара чисел (х; у), начало координат 

имеет координаты (0 , 0). 

 Зная координаты двух точек 1 1( ; )A x y , 2 2( ; )B x y  на плоскости, 

можно найти координаты вектора  2 1 2 1;AВ x x y y  . 

Расстояние между двумя точками 1 1( ; )A x y  и 2 2( ; )B x y  на 

плоскости определяется по формуле 

2 2
2 1 2 1( ) ( )d x x y y    . 

Если точка С делит отрезок АВ в отношении  (рис. 2), т.е. АС : 

СВ = , тогда координаты точки С (х, у) находятся по формуле 

1 2 ;
1

х x
х





 1 2

1

у y
у





 

                                                                             В 

                                                                        С 

   

                                А 

Рис. 2 

 

Если С – середина отрезка АВ, то =1, формулы имеют вид 

1 2

2

х x
х


 ; 1 2

2

у y
у


 . 

Площадь треугольника с вершинами 1 1( ; )A x y , 2 2( ; )B x y , 

3 3( ; )С x y  можно найти по формуле 1 2 3

1 2 3

1 1 1
1

.
2

S x x x

y y y

  
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Различные способы задания прямой на плоскости 

Общее уравнение прямой имеет вид 

0Ax By C   ,                                 (5) 

где A, B, C – произвольные постоянные коэффициенты (A и B не 

равны нулю одновременно). 

Рассмотрим положение прямой относительно осей координат, 

если некоторые из чисел A, B, C равны нулю. 

Если С = 0, то 0Ax By  . Координаты точки О(0; 0) удовле-

творяют этому уравнению. Следовательно, прямая проходит через 

начало координат. 

Если В = 0 (А  0), то из (5) имеем 
C

x
A

  . Следовательно, 

прямая параллельна оси Оу. 

Если А = 0 (В  0), то из (5) имеем 
C

y
B

  . Следовательно, 

прямая параллельна оси Ох. 

Если В = С = 0, то из (5) имеем 0Аx  , т.е. 0х   – ось Оу. 

Если А = С = 0, то 0Вy  , т.е. 0y   – ось Ох. 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k имеет вид 

y kx b  , где k равен тангенсу угла  наклона прямой к оси Ох 

( tgk   ) и называется угловым коэффициентом прямой, b  – вели-

чина отрезка, отсекаемого прямой на оси Оу.  

Уравнение прямой, проходящей через данную точку 1 1( ; )M x y , 

с данным угловым коэффициентом k имеет вид 1 1( )y y k x x   . 

Уравнение прямой, проходящей через данную точку 0 0( ; )M x y , 

с данным направляющим вектором 1 2{ ; }а a a  записывается в виде 

– канонического уравнения: 0

1

x x

a

 0

2

y y

a


 ; 

– параметрического уравнения: 
1 0

2 0

,

.

x a t x

y a t y

 


 
. 

Уравнение прямой, проходящей через две данные точки  

1 1 1( ; )M x y , 2 2 2( ; )M x y : 1

2 1

x x

x x





1

2 1

y y

y y





. 
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Угол между прямыми 1 1y k x b   и 2 2y k x b   определяется 

из формулы 

2 1

1 2

tg
1

k k

k k


 


. 

Условие параллельности прямых с угловыми коэффициентами 

k1 и k2 имеет вид 1 2k k . 

Условие перпендикулярности прямых с угловыми коэффици-

ентами k1 и k2 имеет вид 1 21/k k  . 

Если 1 1

2 2

A B

A B
 , то координаты точки пересечения прямых 

1 1 1 0A x B y C    и 2 2 2 0A x B y C    находятся путем решения си-

стемы, составленной из уравнений этих прямых. 

Расстояние от точки 0 0 0( ; )M x y  до прямой 0Ax By C    

находится по формуле 0 0

2 2

Ax By C
d

A B

 



. 

 

Примеры решения задач 

Пример 1. Векторы АC m
 

 , BD n
 

  служат диагоналями па-

раллелограмма ABCD. Выразить векторы АВ


, ВС


, СD


, DА


 через 

вектора m


 и n


. 

Решение. По определению суммы и разности векторов имеем 

 

        В                           С  

                    m


 
 

                 n


 
A                            D  
           Рис. 3 

ВС


 + СD


 = n


 и ВС


 – СD


 = m


 (рис. 3). 

Сложим эти равенства: 

 ВС


 + СD


 + ВС


 – СD


 = n


 + m


,  

получим: ВС


2

m n
 


 . 

 

Далее вектор СD


 = BD


 ВС


, СD


 = n


 – 
2

m n
 


 = 

2

n m
 


. 



37 

Так как ABCD параллелограмм (по условию), то векторы АВ


 

и СD


, векторы ВС


 и DА


 противоположно направлены, следователь-

но, АВ


 = СD


 , DА


ВС


  , тогда АВ


 = 
2

n m
 




2

m n
 


 ; DА



2

m n
 


  . 

 

Пример 2. В треугольнике ABC дано: АВ


= а


, АC b
 

 , 

а
 2

b
  , BАC 60  . Выразить через а



 и b


 единичный вектор, 

направленный по высоте треугольника, проведенной из вершины А. 

Решение. Обозначим через е


 – единичный вектор, направ-

ленный по высоте АН. По правилу параллелограмма сложения век-

торов получим, что АВ


АC


  = 2 АН


, т.е. 2 АН


 = а


 + b


. 

Вектор АН х е
 

 (рис. 4), следовательно 
AH
 

2

а b
 


. 

 

A 

 

           b


               а


 
 

 

      В            Н           С  

Рис. 4 

Найдем длину вектора АН


. АВС  – 

по условию равнобедренный (
а
 2

b
  , 

BАC 60  ), значит АН  – высота, меди-

ана и биссектриса. 

 

Тогда из прямоугольного АВН  имеем: cos
AH

ВAС
AB

  , 

следовательно, 
AH
  = 

3
2 cos30 2 3

2
     . Окончательно: 

е


:
2

а b
 




AH


2 3

а b
 


 . 

Пример 3. Найти длину вектора 3 4с a b
  

  , если 
а
  = 2,  

b
  = 3, 

^

,
3

a b
   

 
 

.  
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Решение. По свойству скалярного произведения 
c
  = 

2

с


 

распишем скалярный квадрат вектора c


, с учетом, что 3 4с a b
  

  : 

c
  = 

2

с


= 
2

(3 4 )a b
 


2 2

9 24 16a a b b
  

   . 

Далее, зная, что а
 2

=
2

а
 ; 

2

b


= 
2

b
  и а



b


= 
а
 · 

b
 сos( , )а b

 

, 

подставим их значения в полученное равенство 

c


2 2

9 24 16a a b b
  

  
1

9 4 24 2 3 16 9
2

        108 6 3 . 

 

Пример 4. Дано общее уравнение прямой 12 5 65 0x y   . 

Написать для этой прямой уравнение с угловым коэффициентом. 

Решение. Решим данное уравнение относительно y , получим 

уравнение с угловым коэффициентом 
12

13
5

y х  , здесь 

12
, 13

5
k b   . 

 

Пример 5. Составить уравнение прямой, проходящей через 

точки 1(3;1)M  и 2(5; 4)M .  

Решение. Подставим координаты данных точек 1M , 2M  в 

уравнение прямой, проходящей через две точки, получим искомое 

уравнение прямой: 

3 1

5 3 4 1

x y 


 
 или 3 2 7 0x y   . 

 

Пример 6. Составить уравнение прямой, проходящей через 

точку ( 2; 5)M   , и параллельной прямой 3 4 2 0x y   .  

Решение. Решим данное уравнение относительно y , получим 

3 1

4 2
y х   . Искомое уравнение имеет вид y kx b  , в силу усло-

вия параллельности угловой коэффициент искомой прямой равен 

1 3/ 4k k   , т.е. 
3

4
y х b   . Так как точка ( 2; 5)M    принадле-
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жит искомой прямой, то ее координаты удовлетворяют этому урав-

нению 

3 13
5 ( 2)

4 2
b b        . 

Окончательно имеем 
3 13

4 2
y х    или 3 4 26 0x y   . 

 

Пример 7. Составить уравнение прямой, проходящей через 

точку 0(3; 5)M   и перпендикулярной вектору (4; 2)n  . 

Решение. Пусть ( ; )M x y  – произвольная точка искомой прямой. 

Вектор 0 ( 3; 5)M M x y    перпендикулярен вектору (4; 2)n  . Так 

как векторы перпендикулярны, то их скалярное произведение равно 

нулю:  

0 0n M M  . 

Записав произведение этих векторов в координатной форме, 

получим  

4( 3) 2( 5) 0 4 2 2 0 2 1 0x y x y x y            . 

Уравнение искомой прямой имеет вид 2 1 0x y   . 

 

 
Задачи для самостоятельного решения 

Векторы на плоскости 

1. Пусть ABCD – параллелограмм, О – точка пересечения диа-

гоналей, а E и F – середины параллельных сторон BC и AD. По-

стройте на чертеже следующие векторы: 

2. а) АВ


 + DС


; б) АЕ


+ DF


; в) АO


АВ


 ; г) OС


+СD


+ОВ


.  

3. В четырехугольнике ABCD ОВ


ОD


  = OС


ОА


 , где О – 

любая точка плоскости. Докажите, что ABCD – параллелограмм. 

4. Дан треугольник ABC. Постройте вектор – 
3 1

( )
2 2

АВ ВС АС
  

  . 

5. В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в точке О. 

Найдите сумму векторов ОА


+ ОВ


 + OС


ОD


 . 
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6. Дан вектор а


, длина которого равна 3. Найдите вектор b


 

противоположного направления с вектором а


, если 
b
 = 5. 

7. В треугольнике ABC векторы АК


, ВL


, CM


 направлены по 

медианам. Выразите их через векторы а


= АВ


, b


= АС


. 

8. Точка М лежит на диагонали АС параллелограмма ABCD, а 

точка Н – на стороне AD, причем : 2:1АМ МC   и АН = НD. Выра-

зите вектор МN


 через векторы а


= АВ


, p


= АD


. 

9. Даны векторы  2; 3а


 ,  1; 3b


  ,  1; 3c


  . При ка-

ком значении коэффициента   векторы p a b
  

   и 2q a c
  

   

коллинеарны. 

10.  Найдите координаты векторов 2m a b с
   

   , 

5n a b с
   

   , если  1; 0а


  ,  0; 0b


 ,  5; 3c


 . 

11.  Известно, что 
а
  = 3, 

b
  = 4; 

^

, 120a b
  

  
 

. Вычислите:  

а) скалярное произведение векторов 2 a b
 

  и 3 a b
 

 ; 

б) 
3 a b
 


; 

в) длины диагоналей параллелограмма, построенного на век-

торах а


 и b


 как на сторонах. 

12.  Вычислите угол, который образуют единичные векторы а


 

и b


, если известно, что векторы 3m a b
  

  , 2 2n a b
  

   взаимно 

перпендикулярны. 

13.  Какой угол составляют между собой ненулевые векторы 

а


 и b


, если известно, что вектор 3a b
 

  перпендикулярен вектору 

7 5a b
 

 , а вектор 4a b
 

  перпендикулярен вектору 7 2a b
 

 . 

14.  Векторы а


, b


 образуют угол равный 60. Зная, что 
а
  = 4, 

 b


= 2, определите модуль вектора р а
 

 + b


. 
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15.  Какому условию должны удовлетворять векторы а


 и b


, 

чтобы вектор а


+ b


 был перпендикулярен вектору а


 – b


. 

16.  Вычислите длины диагоналей параллелограмма АВСD, 

если известно, что АВ


2 a b
 

  , АD


3a b
 

  , где 
а
  = 3, 

b
  = 2, 

^

,
3

a b
   

 
 

. 

Различные способы задания прямой на плоскости 

1. Дана прямая 2 5 0x y   . Выясните, какие из следующих 

точек принадлежат данной прямой: (5, 15), (1, 1), (–2, 1), (3, 0), (7, –5), 

(1, 7), (0, 3). 

2. Напишите уравнение прямой: 

а) проходящей через точки А(–1, 1), В(2, 5); 

б) проходящей через начало координат и через точку ( 2;3);M   

в) проходящей через точку А(2, –6) и параллельной вектору 

{1; 1}p  ; 

г) отсекающей на осях координат отрезки 3, 2a b   ; 

д) проходящей через точку А(3, 5) и параллельной оси Ох; 

ж) проходящей через точку А(1, –5) и параллельной прямой 

3 1 0x y   . 

3. Среди прямых: 3 2 7 0x y   , 6 4 9 0x y   , 6 4 5 0x y   , 

2 3 6 0x y    – укажите параллельные и перпендикулярные. 

4. Даны вершины треугольника: (1;1)А , (10;13)В , (13; 6)С . 

Напишите уравнения сторон треугольника, его медиан и высот. 

5. Даны вершины треугольника АВС: А(0; 2), В(7; 3), С(1; 6). 

Определите угол АВС . 

6. Напишите уравнение прямой, проходящей через точку  

А(–4; 3) и параллельно прямой 2 3 0x y   . 

7. Напишите уравнение прямой, параллельной прямой 2 1y x   

и проходящей через точку (0; 2).  

8. Даны вершины треугольника АВС: А(0; 0), В(–1; –3),  

С(–5; –1). Составьте уравнения прямых, проходящих через верши-

ны треугольника и параллельных его сторонам. 
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9. Напишите уравнение перпендикуляра, опущенного из точки 

А(6; 2) на прямую 4 7 0x y   . 

10. Напишите уравнение прямой, если точка А (2; 3) служит 

основанием перпендикуляра, опущенного из начала координат на 

эту прямую. 

11. Две прямые заданы уравнениями 2 3y x   и 3 2y x   . 

Найдите угол между этими прямыми. 

12. Найдите расстояния между данными точками и расстояния 

от точек А(4; 3), В(2; 1), С(1; 0), О (0; 0) до прямой 3 4 10 0x y   . 

Постройте точки и прямую. 

13. Покажите, что прямые 2 3 6 0x y    и 4 6 25 0x y    па-

раллельны, и найдите расстояние между ними. 

14. Напишите уравнение прямой, проходящей через точку М 

пересечения прямых 5 10 0x y   и 8 4 9 0x y    и параллельной 

прямой 3 0x y  . 

15. Найдите точки пересечения прямых 2 3 7 0x y    и 

4 6 11 0x y   . 

16. Найдите проекцию точки М(1; 2) на прямую 

5 2 20 0x y   . 

17. Дан треугольник с вершинами А(–2; 1), В(2; –1), С(4; 3). 

Определите координаты точки пересечения медиан треугольника. 

18. Даны вершины параллелограмма ABCD: А(4,5; 5), В(2; –6) 

и точка пересечения его диагоналей М(3; 1,5). Найдите координаты 

остальных вершин параллелограмма. 

19. Прямая проходит через точки А(7; –3) и В(23; –6). Найдите 

точку пересечения этой прямой с осью абсцисс и длину отрезка АВ. 

 

 

1.4. Кривые второго порядка 
 

К кривым второго порядка относятся: эллипс, гипербола, па-

рабола. 

Эллипс 

 Эллипсом называется множество всех точек плоскости, для 

каждой из которых сумма расстояний до двух данных точек F1 и F2, 

называемых фокусами, есть величина постоянная (ее обознача- 

ют 2а), причем эта постоянная больше расстояния между фокусами 

(рис. 5). 
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 Если фокусы эллипса F1 и F2 расположены на оси абсцисс 

симметрично относительно начала координат в точках  1 ; 0 ,F c  

 2 ; 0F c , то каноническое (простейшее) уравнение эллипса име-

ет вид 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , 

где a – большая полуось; b – малая полуось эллипса, причем 
2 2 2b a c  . 

 
Рис. 5 

Величина 1 2 2F F c  (по определению с > а) называется фо-

кальным расстоянием. 

Отрезки 1F M  и 2F M называют фокальными радиусами, их 

длины вычисляют по формулам 

1

c
F M a x

a
  , 2

c
F M a x

a
  .     (6) 

Эллипс пересекает каждую из осей координат в двух точках: 

ось Ox  – в точках    1 2; 0 , ; 0A a A a , ось Oy  –    1 20; , 0;B b B b . 

Точки А1, А2, В1, В2 называют вершинами эллипса, а отрезки 
А1А2 и В1В2 – осями эллипса: А1А2=2а, В1В2=2b, так как а>b, то  
А1А2 – большая ось, В1В2 – малая. 

Форма эллипса (мера его сжатия) характеризуется эксцентри-
ситетом. 

Эксцентриситетом эллипса называется число, равное отно-

шению фокального расстояния к большей оси 
c

a
  .  

Отсюда следует, что среди эллипсов, имеющих одну и ту же 
большую полуось, но разные эксцентриситеты, более продолгова-
тым является тот, у которого эксцентриситет больше. 

1A  

M 

2B  

1B  

2A  
2F

 

О 

y 

1F

 
x 
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Замечание. Окружность является частным случаем эллипса, 
для которого фокусы F1 и F2 совпадают. В этом случае с = 0, значит, 

а = b, и каноническое уравнение приводится к виду 2 2 2x y a  . 

Эксцентриситет окружности равен 0. 

Гипербола 

Гиперболой называется множество всех точек плоскости, аб-

солютная величина разности расстояний от каждой из которых до 

двух данных точек F1 и F2, называемых фокусами, есть величина 

постоянная, (ее обозначают 2а), причем эта постоянная меньше 

расстояния между фокусами.  

Если точка M  , то отрезки F1М и F2М называют фокаль-

ными радиусами точки М. Обозначим F1F2 = 2с. В силу определе-

ния, а < с. 

Если фокусы F1 и F2 расположены на оси абсцисс симметрич-

но относительно начала координат и имеют координаты  1 ,0 ,F c  

 2 ; 0F c , то каноническое (простейшее) уравнение гиперболы 

имеет вид 

2 2

2 2
1

x y

a b
  ,                             (7) 

где с
2
 – а

2
 = b

2
 (рис. 6).  

 

 
Рис. 6 
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Гипербола пересекает ось Ох в точках А1(а; 0) и А2(–а; 0). 

Точки А1 и А2 называются вершинами гиперболы, а отрезок А1 А2 – 

ее действительной осью. Ось Оу гипербола не пересекает (пересе-

кает в двух мнимых точках), ее называют мнимой осью.  

Уравнения асимптот гиперболы имеют вид 

b
y x

a
  и 

b
y x

a
  . 

Эксцентриситетом гиперболы называется число, равное от-

ношению фокального расстояния к действительной оси.  

Для гиперболы, заданной уравнением (7), это число равно 

c

a
  . Так как с > а, то ε > 1. Среди гипербол, имеющих одну и ту 

же действительную полуось, но разные эксцентриситеты, более вы-

тянута вдоль оси Оу та, у которой эксцентриситет больше. 

Замечание. Гипербола, полуоси которой равны a = b, называ-

ется равносторонней. Ее уравнение имеет вид х
2
 – у

2
 = а

2
. Асимпто-

ты равносторонней гиперболы перпендикулярны. 

Парабола 

Параболой  называется множество всех точек плоскости, рас-

стояние от каждой из которых до данной точки F равно расстоянию 

до данной прямой d, не проходящей через точку F.  

Точка F называется фокусом параболы, а прямая d – ее ди-

ректрисой. Расстояние от фокуса до директрисы называется фо-

кальным параметром параболы и обозначается р. 

Если фокус F имеет координаты 







0;

2

p
F , а директриса d – 

уравнение 0
2


p
x  (рис. 7), то каноническое (простейшее) уравне-

ние параболы имеет вид 

2 2y px .                                           (8) 

Парабола пересекает оси координат только в точке О. Эта 

точка называется вершиной параболы. Считают, что эксцентриситет 

параболы 1  . 
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Рис. 7 

Примеры решения задач 

Пример 1. Составить уравнение эллипса, если его фокусами 

являются точки 1(3; 0),F
  

2( 3; 0)F  , а длина большей полуоси равна 5.  

Решение. Уравнение эллипса имеет вид: 
2 2

2 2
1

x y

a b
  , где 

2 2 2b a c  . По условию длина большей полуоси равна 5, значит, 

5a  . Так как его фокусами являются точки 1(3,0),F
  

2( 3, 0)F  , то 

3c  . Тогда 2 2 2 25 9 16.b a c      Следовательно, уравнение эл-

липса имеет вид 
2 2

1
25 16

x y
  . 

 

Пример 2.  Составить каноническое уравнение гиперболы, 

уравнение асимптот которой имеет вид 
4

3
y x   и расстояние меж-

ду фокусами равно 20. 

Решение. Каноническое уравнение гиперболы имеет вид 

2 2

2 2
1

x y

a b
  . 

По условию: 
4

3

b

a
 ;  2с = 20    => с = 10.  

С другой стороны, с = 
2 2a b   = 10. 

Имеем систему уравнений для определения a и b: 
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2
22 22 2

3
4 3

4
3 4

3
10010010

4

b
b ab

a
a

b
ba ba b


     

    
           

 

2 2
22

3 3 3

4 4 4

16 1009 25
100 100

2516 16

b b b
a a a

b b
bb

        
     

     
   

 

2

3 3 3 8
6

4 4 4
8.

8 864

b b
a aa a

b
b bb

       
      

     

 

Уравнение гиперболы имеет вид   
2 2

1
36 64

x y
  . 

Фокусы: F1 (–10; 0); F2 (10; 0). 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Определите точки гиперболы 
2 2

1
9 16

x y
  , расстояние от ко-

торых до левого фокуса равно 7. 

2. Напишите уравнение множества точек, для каждой из кото-

рых модуль разности расстояний от точек 1 2(4; 0), ( 4; 0)F F   ра- 

вен 6. 

3. Найдите длины полуосей и координаты фокусов следую-

щих гипербол: а) 2 29 4 36 0x y   , б) 2 225 16 1 0x y   . 

4. Составьте каноническое уравнение гиперболы, если:  

а) расстояние между ее вершинами равно 8, а расстояние 

между фокусами равно 10; 

б) вещественная полуось равна 3 и гипербола проходит через 

точку (6; 2 3 ); 

в) расстояние между директрисами равно 
8

3
 и эксцентриситет 

3

2
е  . 
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8. Составьте уравнение гиперболы, фокусы которой располо-

жены на оси абсцисс, зная, что уравнения асимптот 
4

3
y x   и рас-

стояние между фокусами равно 20. 

9. Вычислите площадь треугольника, образованного асимпто-

тами гиперболы 
2 2

1
4 9

x y
   и прямой 9 2 24 0x y   . 

10. Определите точки гиперболы 
2 2

1
9 16

x y
  , расстояние ко-

торых до левого фокуса равно 7. 

12. Составьте каноническое уравнение параболы в каждом из 

следующих случаев:  

а) расстояние от фокуса, лежащего на оси Ох, до вершины 

равно 4;  

б) парабола симметрична относительно оси абсцисс и прохо-

дит через точку М(1, 2);  

в) парабола симметрична относительно оси ординат и прохо-

дит через точку М(5, 1). 

г) если фокус имеет координаты (3, 0). 
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Раздел 2. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

АНАЛИЗА 
 

2.1. Множества.  
Операции над множествами 

 

Под термином множество понимается совокупность объек-

тов любой произвольной природы, мыслимая как единое целое. 

Множества обозначают большими буквами латинского или грече-

ского алфавита, элементы множества – строчными буквами. Запись  

a  A означает, что объект а является элементом множества А. 

Множества, число элементов которых конечно, называют  A 

(отношение включения рефлексивно): 

1. A  B и B  A => A = B (отношение включения антисиммет-

рично); 

2. A  B и B  C |=> A  C (отношение включения транзитивно). 

Множество, которое содержит в качестве своего подмноже-

ства любое другое множество, будем называть универсальным и 

обозначать буквой U. 

Операции над множествами 

Пересечением множеств А и В называется множество, состоя-

щее из элементов, которые принадлежат и множеству А и множе-

ству В. Пересечение множеств А и В обозначается A  B. 

Другими словами, запись x A  B равносильна системе 

 
,

.

x A

x B





 

Объединением множеств А и В называется множество, состо-

ящее из элементов, которые содержатся хотя бы в одном из мно-

жеств A или B. Объединение множеств А и В обозначается A  B. 

Другими словами, запись x A  B равносильна совокупности 

 
,

.

x A

x B





 

Разностью множеств А и В называется множество, состоящее 

из элементов множества A, но только из таких, которых нет во мно-

жестве B. Разность множеств А и В обозначается A\B. 
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Другими словами, запись x A \ B равносильна системе  

,

.

x A

x B





 

Операции над множествами удобно изображать на кругах Эй-

лера (рис. 8).  

 

Рис. 8 

 

Пример. Даны множества А = {a, b, c, d, e, f} и B = {b, c, e,  

f, m}. Найдем пересечение, объединение и разности этих множеств. 

Решение. A  B = {b, c, e, f}, A  B = {a, b, c, d, e, f, m}, 

 A \ B = {a, d}, B \ A = { m }. 

 Свойства операций над множествами 

1. A  A = A, A  A = A; 

2. A  B = B  A, A  B = B  A; 

3. (A  B)  C = A  (B  C) – ассоциативность операции объ-

единения; 

4. (A  B)  C = A  (B  C) – ассоциативность операции пе-

ресечения; 

5. (A  B)  C = (A  C)  (B  C) – дистрибутивность опера-

ции пересечения относительно объединения. 

6. A  (B  C) = (A  B)  (A  C) – дистрибутивность опера-

ции объединения относительно пересечения. 
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Примеры решения задач 

Пример 1. Верны ли следующие утверждения:  

а) {5, 6}{1, 2 , 3, 5, 6}; б) {1, 2}{{1, 2, 3}, {1, 3}, 1, 2};  

в) {3, 4}{3, 4, {3, 4}}; г) ,   . 

Решение. Утверждение а) верно, так как любой элемент мно-

жества {5, 6} является элементом множества {1, 2 , 3, 5, 6}. Так как 

{1, 2} не является элементом множества {{1, 2, 3}, {1, 3}, 1, 2}, то 

утверждение б) неверно. Элементами множества {3, 4, {3, 4}} яв-

ляются 3, 4, {3, 4}, поэтому утверждение в) верно. Так как пустое 

множество  не имеет элементов, но является подмножеством лю-

бого множества, то утверждение    неверное, а    – верное 

утверждение. 

 

Пример 2. Найдите множества A  B, A  B, A \ B, B \ A, если 

{ 5}А x R x   , 2{ 5 6 0}B x R x x     . 

Решение. 5х   x ( 5; 5)  . Значит, множество А есть ин-

тервал (–5, 5). Решением неравенства 
2 5 6 0x x    является  

объединение двух интервалов (–∞,2)  (3, ∞). Следовательно,  

B = (–∞, 2)  (3, ∞). 

Тогда A  B есть вся числовая прямая, т.е. A  B = R, A  B = 

= (–5, 2)  (3, 5), A \ B =  [2, 3], B \ A = (–∞, –5 ] [ 5, ∞ ). 

 

Пример 3. Из 100 студентов английский язык изучают 28 сту-

денто 

в, немецкий – 30, французский – 42, английский и немецкий – 

8, английский и французский – 10, немецкий и французский – 5, все 

три языка изучают трое студентов. Остальные изучают испанский 

язык. Сколько студентов изучают испанский язык? Сколько сту-

дентов изучают только один язык? 

Решение. Обозначим через А – множество студентов, изуча-

ющих английский язык, B – изучающих немецкий язык, С – фран-

цузкий язык, D – испанский язык.  

По условию m(A) = 28, m(B) = 30, m(C) = 42, m (A  B) = 8,  

m (A ∩ C) = 10, m(B  C) = 5, m(A  B  C)= 3. 

Так как всего студентов 100, то m(A  B  C) + m(D) = 100.  

С учетом m(A  B  C) = m(A) + m(B) + m(C) – m(A  B) – m(A  C) –  

– m(B  C) + m(A  B  C), это равенство запишется:  
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m(A) + m(B) + m(C) – m(AB) – m(A  C) – m(B  C) +  

+ m(A  B  C) + m (D) = 100.  

Отсюда получим, что m (D) = 20.  

m(A) – m(A  B)– m (A  C) + m (A  B  C) = 13 – число сту-

дентов, изучающих только английский язык;  

m (B) – m(A  B)– m (B  C) + m(A  B  C) = 20 – число сту-

дентов, изучающих только немецкий язык; 

m(C) – m(A  C) – m (B  C) + m (A  B  C) = 30 – число 

студентов, изучающих только французский язык. Значит, 20 + 13 + 

+ 20 + 30 = 83 – число студентов, изучающих только один язык. 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Верны ли следующие утверждения:  

1) {5, 6} {1, 2, 3, 5, 6} ; 

2) {3, 4} {3, 4,{3, 4}} ; 

3) ,  ; 

4) 1 {{1}, 2, 3} . 

2. Найдите все подмножества множества А = {1, 2, 3}. 

3.Определите множества BА , BA , A \ B , B \ A , если: 

1) 2{ 5 6 0}, { 5};A x R x x B x R x         

2) 2{ 2 15 0}, { 1};A x R x x B x R x         

3) 2 2{ 3 2 0}, { 12 0}A x R x x B x R x x          . 

4. Пусть А – множество всех делителей числа 28, В – множе-

ство всех таких нечетных чисел x, что 0 < x < 14, С – множество 

всех таких простых чисел x, что 28x . Найдите:  

1) А B , BA , A \ B , B \ A ;  

2) СА , СA , A \С , С \ A ;  

3) СB  , СB  , B \С , С \ B . 

5. Множества А  и B  – подмножества универсального множе-

ства R. Найдите А B , A B , \ , \ ,А B B A  А B , А B , А B , 

А B , А B , А B  и изобразите эти множества на числовой пря-

мой, если: 

1) [ 7, 8) {12 }, ( 1, );A B       

2) ( , 6)А   , ( 9, 8]B   {10} ; 

3) { 1 5}, { 0 7}A x R x B x R x         ; 
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4) { 6 8}, { 5}A x R x B x R x        ; 

5) 2 2{ 7 12 0}, { 8 12 0)A x R х х B x R х х          . 

6. В классе 25 учеников. Из них 16 умеют играть в шахматы, 

18 – умеют плавать и только 2 ученика не умеют играть в шахматы 

и не умеют плавать. Сколько учеников умеют играть в шахматы и 

умеют плавать? 

7. Из 40 студентов экзамен по математике сдали на отлично  

12 человек, по физике – 10, по педагогике – 16, по математике и фи-

зике 8, по математике и педагогике – 6, по физике и педагогике – 5, 

по всем трем предметам – 3. Сколько студентов получили хотя бы 

по одной отличной оценке? 

8. В течение 30 дней сентября было 12 дождливых дней,  

8 ветреных, 4 холодных, 3 дождливых и холодных, 5 дождливых и 

ветреных, 2 ветреных и холодных, а один день был и дождливый,  

и ветреный, и холодный. В течение скольких дней в сентябре стоя-

ла хорошая погода? 

9. Староста группы представила следующий отчет о физкуль-

турной работе: «Всего на курсе 45 студентов. Из них в футбольной 

секции занимаются 25 человек, в баскетбольной – 30 и в шахматной – 

28, 16 человек одновременно занимаются и в футбольной и в бас-

кетбольной секциях, 18 – в футбольной и шахматной секциях,  

17 – в баскетбольной и в шахматной. А 15 студентов занимаются во 

всех трех секциях». Объясните, почему отчет был забракован. 

10. На полу комнаты площадью 24 м
2
 лежат три ковра. Пло-

щадь одного из них = 10 м
2
, другого = 8 м

2
, третьего = 6 м

2
. Каждые 

два ковра перекрываются по площади 3 м
2
, а площадь участка пола, 

покрытого всеми тремя коврами, равна 1 м
2
. Найдите площадь 

участка пола: 

1) покрытого первым и вторым коврами, но не покрытого 

третьим ковром; 

2) покрытого только первым ковром; 

3) не покрытого коврами.  

11. Докажите следующие равенства: 

1) )()()( CABACBА  ;  

2) )(\\ BAABА  ; 

3) )(\)()\( CABACBА  ; 

4) )\()\(\)( CBCACBA  ; 
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5) )\()\(\)( CBCACBA  ; 

6) )(\\)\( CBACBA  ;  

7) )\(\)\(\)\( CBCAСBA  ; 

8) )()\()\(\ CBABACBА  ; 

9) )(\)()\()\( DBCADCBA  . 

 
 

2.2. Понятие функции. Свойства.  
График функции 

 

Пусть даны два непустых множества X  и Y . 

Соответствие ,f  которое каждому элементу x X  сопостав-

ляет один и только один элемент y Y , называется функцией и за-

писывается ( )y f x  или :f X Y .  

Если множества X и Y – множества действительных чисел, то 

в этом случае говорят, что на множестве Х определена действи-

тельная функция ( )y f x  действительной переменной х, причем х 

называют аргументом, или независимой переменной, у – зависимой 

переменной.  

Совокупность всех значений аргумента х, для которых функ-

ция определена, называется областью определения функции. 

Совокупность всех значений, принимаемых переменной у, 

называется множеством значений функции. Область определения 

функции f  обозначается через ( )D f , а множество значений – че-

рез ( )E f . 

Графиком функции ( )y f x  называется множество точек (х; у) 

плоскости хОу, координаты которых связаны соотношением 

( )y f x . Само уравнение ( )y f x  называется уравнением этого 

графика (рис. 9). 

 

 
 

Рис. 9 (начало) 
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Рис. 9 (продолжение) 
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Рис. 9 (окончание) 

 

Свойства функций:  

1. Четность и нечетность функции. 

Функция ( )y f x  называется четной, если для любого значе-

ния ( )x D f  значение ( )x D f   и выполняется равенство 

( ) ( )f x f x  . Функция ( )y f x  называется нечетной, если для 

любого значения ( )x D f  значение ( )x D f   и выполняется  

равенство ( ) ( )f x f x   . График четной функции симметричен от-

носительно оси ординат. График нечетной функции симметричен 

относительно начала координат. 

2. Периодичность функции. 

Функция ( )y f x  называется периодической, если существует 

такое число Т  0, что для любого ( )x D f : ( ), ( )x Т D f x Т D f     

и выполняются равенства ( ) ( ) ( )f x f x Т f x Т    . Основным пе-

риодом функции называется наименьшее положительное число Т, 

обладающее указанным свойством. 

3. Ограниченность функции. 

Если существует число C такое, что для любого ( )x D f   вы-

полняется неравенство ( )f x   С, то функция ( )f x  называется огра-

ниченной сверху на множестве ( )D f . Если существует число С та-

кое, что для любого ( )x D f  выполняется неравенство ( )f x   С, 

то функция ( )f x  называется ограниченной снизу на множестве ( )D f . 
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Если задан график функции ( )y f x , то можно построить 

графики следующих функций: 

1) ( )y f x b   (график функции ( )y f x , сдвигается вдоль 

оси Оу  на  единицу); 

2) ( )y f x a  (график функции ( )y f x  сдвигается вдоль оси  

Ох на а единицу); 

3) ( )y Af x  – график функции ( )y f x , растягивается в A  

раз вдоль оси Оу; 

4) ( )y f kx  – график функции ( )y f x , растягивается в 1/k  

раз вдоль оси Ох. 

По заданному графику функции ( )y f x , выполняя последо-

вательно соответствующие преобразования, можно построить гра-

фик функции вида ( ( )) .y Af k x a b    

 

 

2.3. Понятие производной функции.  
Правила нахождения производной функции 

одной переменной 

Понятие производной 

Пусть функция ( )y f x  определена в некоторой окрестности 

точки х. Возьмем x  так, чтобы точка xx   также принадлежала 

этой окрестности. 

Производной функцией ( )y f x  в точке х называется предел 

при 0x   отношения приращения функции в этой точке к соот-

ветствующему приращению аргумента (при условии, что этот пре-

дел 
0

lim
x

y

x 




 существует). 

Для производной функции ( )y f x  употребляются следую-

щие обозначения: y , xy , 
dx

dy
 или )(xf  , 

dx

xdf )(
. 

Таким образом, по определению 

 
0 0

y ( ) ( )
( ) lim lim .

x x

f x x f x
f x

x x   

  
  

 
 

Операция нахождения производной функции называется 

дифференцированием функции. 
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Функция ( )f x , имеющая конечную производную в каждой 

точке некоторого промежутка, называется дифференцируемой на 

этом промежутке. 

Если функция ( )y f x  дифференцируема в некоторой точке х, 

то она непрерывна в этой точке. 

Таблица производных 

1( )x x    ; 

1
(log ) loga ax e

x
  , в частности 

1
(ln )x

x
  ; 

( ) lnx xa a a  , в частности ( )x xe e  ; 

(sin ) cosx x  ; (cos ) sinx x   ; 

2

1
(tg )

cos
x

x
  ; 

2

1
(ctg )

sin
x

x
   ; 

2

1
(arcsin )

1
x

x

 


; 
2

1
(arccos )

1
x

x

  


; 

2

1
(arctg )

1
x

x
 


; 

2

1
(arcctg ) lim

1 x
x

x 
  


. 

Правила вычисления производных 

Если функции ( )U U x  и ( )V V x дифференцируемы в точ- 

ке x , то: 

1) / / /( )U V U V   ;  

2) / / /( )U V U V V U   , в частности, / /( )C U C U   , где 

constC  ; 

3) 

/ / /

2

U U V V U

V V

   
 

 
, где 0V  . 

Правило дифференцирования сложной функции 

Рассмотрим сложную функцию ( )y f и , где ( )и x  , т.е. 

( ( )) ( )y f x F x   . 
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Если функция ( )и x   имеет производную в точке 0x , а функ-

ция ( )y f и  имеет производную в соответствующей точке 

 0 0и x  , то сложная функция ( ( ))y f x   имеет производную  

в точке 0x  и справедлива следующая формула: 

0 0 0( ) ( ) ( )xy x y и t x     

или, в компактной записи, x u xy y u    . 

Примеры решения задач 

Пример 1. Найти производную функции 3 22 5 7 4y x x x    , 

исходя из определения производной. 

Решение. Придадим аргументу х приращение x , тогда зна-

чение функции в точке х x  будет равно 

y y   3 22( ) 5( ) 7( ) 4x x x x x x      . 

Найдем приращение функции 

( ) ( )y y x x y x      3 2(2( ) 5( ) 7( ) 4)x x x x x x        

3 2(2 5 7 4)x x x    2 2 3 26 6 2 10 5 7x x x x x x x x x            . 

Найдем отношение приращения функции к приращению ар-

гумента  

2 2 3 2y 6 6 2 10 5 7x x x x x x x x x

x x

           
 

 
2 26 6 2 10 5 7x x x x x x         . 

Найдем предел отношения 
y

x




 при 0х  : 

2 2 2

0 0

y
lim lim (6 6 2 10 5 7) 6 10 7
x x

x x x x x x x x
x   


           


.  

Итак, 26 10 7y x x    . 

 

Пример 2. Найти производную функции 
2

cos

x
y

x
 , пользуясь 

правилами вычисления производных и таблицей производных. 
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Решение. 
2

2

2 cos sin

cos

x x x x
y

x

  
  . 

 

Пример 3. Найти производную сложной функции 

  
4

21 3 5y x x   . 

Решение.    
3

24 1 3 5 3 10y x x x      . 

 

Пример 4. Найти производную сложной функции  

72 sin 4y x x  . 

Решение. 6 714 sin 4 8cos4y x x x x     . 

 

Пример 5. Найти производную сложной функции 

 
 

2

3
3 1

xe
y

x



. 

Решение. 
   

 

3 22 2

6

2 3 1 9 3 1

3 1

x xe x e x
y

x

    
 


. 

 

Пример 6. Найти производную сложной функции  

23 6 1y x x   . 

Решение.    
1

2 2

2

1 6 6
3 6 1 6 6

2 2 3 6 1

x
y x x x

x x

 
      

 
. 

Понятие дифференциала. Геометрический и механический 

смысл производной и дифференциала 

Если функция )(xfy   дифференцируема в точке x , т.е. имеет 

в этой точке конечную производную  f x , то ее приращение  

в этой точке y  можно записать в виде    y f x x x x      , 

где  x   – функция от x , причем  
0

lim 0
x

x
 

   .  
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Главная линейная относительно x  часть приращения функции 

 f x x   называется дифференциалом функции и обозначается dy : 

 dy f x x  .                                        (9) 

Положив в выражении (9) ( )f x x , получим dx x x    

1 x x   . Тогда соотношение (9) принимает вид  dy f x dx . 

Рассмотрим некоторые свойства дифференциалов, аналогич-

ные свойствам производной: 

1) ( )d u v du dv   ; 

2) ( )d u v du v u dv     , в частности, ( )d C u Cdu  , где 

constC  ; 

3) 
2

u du v u dv
d

v v

   
 

 
 ( 0v  ). 

При достаточно малых x  приращение функции приближенно 

равно ее дифференциалу, т.е. y dy  . Если заменить приращение 

функции ее дифференциалом, получим ( ) ( ) ( )f x dx f x x f x     , 

откуда  

( ) ( )f x x f x    '( )f x x . 

Эта формула применяется для приближенных вычислений 

значений функций. 

Геометрический смысл производной (рис. 10) в точке состоит 

в том, что угловой коэффициент касательной к графику функции в 

соответствующей точке равен значению производной функции в 

этой точке: 0( ) tgf x  . 

Физический смысл производной состоит в том, что скорость 

прямолинейного движения равна производной от пути по времени. 

Быстрота протекания физических, биологических и других 

процессов также характеризуется при помощи производной. Нап- 

ример, скорость охлаждения тела равна производной температуры 

тела по времени; скорость химической реакции равна производной 

реагирующей массы по времени. 

Геометрический смысл дифференциала: дифференциал функ-

ции ( )y f x  в точке х равен приращению ординаты касательной  

к графику функции в этой точке, когда х получает приращение x  

(рис. 11). 
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                             Рис. 10                                        Рис. 11 

Уравнения касательной и нормали. Из геометрического смыс-

ла производной следует, что уравнение касательной к кривой 

( )y f x  в точке 0 0( , )M x y  может быть записано в виде 

0 0 0( )y y y x x   , где 0y  есть значение производной y  в точке 

0 0( , )M x y . Прямая, проходящая через точку касания перпендику-

лярно касательной, называется нормалью к кривой. Уравнение 

нормали имеет вид: 0 0 0( ) 0x x y y y    . 

Примеры решения задач 

Пример 7. Найти дифференциал функции 2 1y x x   . 

Решение.  / (2 1)dy f x dx x dx   . 

 

Пример 8. Найти дифференциал функции lny x x . 

Решение.  / (ln 1)dy f x dx x dx   . 

 

Пример 9. Напишем уравнение касательной и нормали к гра-

фику функции y x  в точке с абсциссой 4x  . 

Решение. Имеем 
1

2
y

x
  . Тогда угловой коэффициент каса-

тельной 
4

1

4x
k y


  . Так как точка касания имеет координаты 

4x  , 2y  , то уравнение касательной  
1

2 4
4

y x    или 

4 4 0x y   . В силу условия перпендикулярности прямых угловой 

коэффициент нормали 1 4k   , откуда уравнение нормали 

 2 4 4y x     или 4 18 0x y   . 
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Пример 10. Найти приближенное значение приращения функ-

ции 32 5y x   при х = 2 и 0,001x  . 

Решение. Воспользуемся формулой y dy  , тогда имеем 

y dy  2 26 6 2 0,001 0,024x dx     . Точное значение приращения 

3 3 2 2 32( ) 5 2 5 6 6 ( ) 2( )y x x x x x x x x            =

6 4 0,001 6 2 0,000001 2 0,000000001 0,024012002         . 

 

Пример 11. Найти приближенное значение функции 

 arcsin 0,51y  . 

Решение. Воспользуемся формулой 0 0( ) ( )f x x f x    0'( )f x x . 

Пусть 0 0,5x  , 0,01x  , '

2

1
(arcsin )

1
x

x



. Тогда 

( )f x x  
2

1
arcsin 0,51 arcsin 0,5 0,01 0,011 0,513

61 (0,5)


     


.  

Производные и дифференциалы высших порядков 

Производная  f x  называется производной первого порядка, 

она является функцией, определенной на некотором множестве X. 

Производная от функции  f x  называется производной вто-

рого порядка (или второй производной) от функции )(xfy   и обо-

значается y  или  f x .  

Производная от  f x  называется производной третьего по-

рядка (или третьей производной) от функции ( )y f x  и обознача-

ется y  или ( )f x . 

Производная n-го порядка есть производная от производной  

(n – 1)-го порядка, т.е. 
 1( ) ( )
nny y
  . Производные второго и более 

высокого порядка называются производными высшего порядка. 

Дифференциалом второго порядка называется дифференциал 

от дифференциала первого порядка: 2 ( )d y d dy . Аналогично опре-

деляются дифференциалы третьего и более высоких порядков: 

 
( )

nn nd y y dx . 
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Примеры решения задач 

Пример 12. Найти производную второго порядка от функции 
ln(1 )y x  . 

Решение. 
1

1
y

x


 


, 

 
2

1

1
y

x
 


. 

 

Пример 13. Найти дифференциал третьего порядка функции 
4 23 4y x x   . 

Решение. Последовательно дифференцируя, получим 

3(4 6 ) ,dy x x dx     
22 212 6d y x dx  ,   

33 24d y x dx . 

Основные теоремы дифференциального исчисления 

Теорема Ферма. Пусть функция ( )y f x  определена на ин-

тервале ( ; )a b  и в некоторой точке 0x  этого интервала принимает 

наибольшее или наименьшее значение. Тогда если в точке 0x  суще-

ствует производная функции, то она равна нулю, т.е.  0 0f x  . 

Теорема Ролля. Если функция ( )y f x  непрерывна на отрез-

ке [ ; ]a b , имеет производную  f x  в каждой внутренней точке это-

го отрезка и ( ) ( )f a f b , то существует по крайне мере одно значе-

ние c , где a c b  , такое, что   0f c  . 

Теорема Лагранжа. Если функция ( )y f x  непрерывна на 

отрезке [ ; ]a b  и имеет производную в каждой внутренней точке это-

го отрезка, то найдется точка ( ; )c a b  такая, что ( ) ( )f b f a   

( ) ( )b a f c  . 

Применение производной к исследованию функций 

Говорят, что функция ( )f x  возрастает на промежутке (a; b), 

если любому большему значению аргумента х в этом промежутке 
соответствует большее значение функции, т.е.  

1 2 1 2 1 2( , ), ( , ) : ( ) ( )x a b x a b x x f x f x       . 

Говорят, что функция ( )f x  убывает на промежутке (a; b),  

если любому большему значению аргумента х в этом промежутке 
соответствует меньшее значение функции, т.е.  

1 2 1 2 1 2( , ), ( , ) : ( ) ( )x a b x a b x x f x f x       . 
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Функция возрастающая (или убывающая) на промежутке (a; b) 

называется монотонной. 

Теорема (Достаточный признак возрастания (убывания)  

функции). 

Если производная дифференцируемой функции положительна 

внутри некоторого промежутка, то функция возрастает на этом 

промежутке. 

Если производная дифференцируемой функции отрицательна 

внутри некоторого промежутка, то функция убывает на этом про-

межутке. 

Говорят, что при значении 0x  аргумента х функция ( )f x  име-

ет максимум 0( )f x , если в некоторой окрестности точки 0x  выпол-

няется неравенство 0( ) ( )f x f x  для 0x x . 

Говорят, что при значении 0x  аргумента х функция ( )f x  име-

ет минимум 0( )f x , если в некоторой окрестности точки 0x  выпол-

няется неравенство 0( ) ( )f x f x  для 0x x . 

Максимум или минимум функции называется экстремумом 

функции, а те значения аргумента, при которых достигаются экс-

тремумы функции, называются точками экстремума (точками 

максимума или точками минимума). 

Из определения следует, что экстремум функции носит ло-

кальный характер – это наибольшее или наименьшее значение 

функции по сравнению с близлежащими значениями. Поэтому 

наличие экстремума функции при некотором значении аргумента 

нисколько не зависит от того, как ведет себя функция вдали от это-

го значения. С этой точки зрения понятно, что минимум функции 

может быть больше максимума, подобно тому, как впадина в горах 

может иметь большую отметку над уровнем моря, чем небольшая 

впадина на равнине. 

Теорема (Необходимое условие существования локального 

экстремума функции). 

Если функция ( )f x  имеет в точке 0x  локальный экстремум и 

дифференцируема в этой точке, то ее производная в этой точке рав-

на нулю. 

Геометрически это означает, что в точке экстремума диффе-

ренцируемой функции касательная к ее графику параллельна оси 

Ох. Точка 0x , в которой 0( ) 0f x  , называется стационарной точ-

кой функции. 
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Теорема (Достаточное условие существования локального 

экстремума функции). 

Если дифференцируемая функция такова, что для некоторого 

значения 0x  производная равна нулю 0( ) 0f x   и меняет свой знак 

при переходе через точку 0x , то 0x  является точкой экстремума 

функции ( )y f x , причем функция имеет максимум в точке 0x , ес-

ли изменение знака производной происходит с плюса на минус; и 

функция имеет минимум в точке 0x , если изменение знака произ-

водной происходит с минуса на плюс. 

Выпуклость, вогнутость графика функции. Точки перегиба 

Пусть функция ( )y f x  дифференцируема на (a; b).  

График функции ( )y f x  называется выпуклым в интервале 

(a; b), если он расположен не выше любой касательной, проведен-

ной в любой точке этого интервала . 

График функции ( )y f x  называется вогнутым на интервале 

(a; b), если он расположен выше касательной, проведенной в любой 

точке этого интервала (рис. 12).  

 

Рис. 12 

Теорема (Достаточный признак выпуклости (вогнутости) гра- 

фика функции). Если ( ) 0f x   в интервале (a;b), то график функ-

ции является выпуклым на этом интервале, если ( ) 0f x   на ин-

тервале (a; b), то график функции является вогнутым на этом ин-

тервале. 

Точка 0x x  называется точкой перегиба графика функции, 

если при переходе через нее график функции меняет выпуклость на 

вогнутость или наоборот. 
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Теорема (О достаточном условии существования точки пере-

гиба). 

Если: 1) первая производная   f x  непрерывна в окрестности 

точки 0x ; 

2) вторая производная 0( ) 0f x  ; 

3)  f x  при переходе через точку 0x  меняет свой знак,  

тогда в точке  )(, 00 xfxM  график функции )(xfy   имеет перегиб. 

Асимптоты графика функции. Прямая называется асимпто-

той графика функции, если расстояние от точки М графика функ-

ции до прямой стремится к нулю при неограниченном удалении 

этой точки от начала координат. 

Прямая х = а называется вертикальной асимптотой графика 

функции )(xfy  , если 


)(lim
0

xf
аx

 или 


)(lim
0

xf
аx

. 

Прямая у = b называется горизонтальной асимптотой графика 

функции )(xfy  , если bxf
x




)(lim . 

Прямая bkxy   называется наклонной асимптотой графика 

функции )(xfy  , если 
x

xf
k

x

)(
lim


  и lim ( ( ) ),

x
b f x kx


  ,b    

,k    0k  . 

Схема построения графика функции 

1. Найти область определения функции. 

2. Исследовать функцию на четность, нечетность, периодич-

ность. 

3. Найти точку разрыва функции и в них вычислить односто-

ронние пределы. 

4. Найти (если это можно) точки пересечения графика с ося-

ми координат. 

5. Найти интервалы знакопостоянства функции (промежутки, 

на которых 0)( xf  и 0)( xf ). 

6. Найти промежутки возрастания и убывания функции. 

7. Найти экстремумы функции. 

8. Исследовать функцию на выпуклость, вогнутость. Найти 

точки перегиба. 



68 

9. Найти уравнения асимптот, если они существуют. 

10. На основании проведенного исследования построить гра-
фик функции. 

 

Пример 14. Исследовать функцию 
2

3

x
y

x



, используя мето-

ды дифференциального исследования, и построим ее график. 

Решение. 1. Область определения функции:
3 0

3

x

x

 


. 

Тогда    ( ) ;3 3;D y     . 

2. Функция непериодическая. 

Исследуем функцию на четность:  

2 2 2( )
( )

( ) 3 3 3

x x x
y x

x x x


    

    
.  

Следовательно, функция 
2

3

x
y

x



 есть функция общего вида. 

3. Исследуем точку возможного разрыва функции 3x  : 

2

3 0 3 0

lim ( ) lim ( )
3x x

x
f x f x

x   

  


, 
2

3 0 3 0

lim ( ) lim ( )
3x x

x
f x f x

x   

  


.  

Следовательно, 3x   – точка разрыва функции второго рода. 

Таким образом, найдены вертикальные асимптоты: прямая 3x  . 

Так как других точек разрыва в области определения нет, то и дру-

гих вертикальных асимптот тоже нет. 

4. Точки пересечения графика функции с осью OX : 

0y    0x  , 3x  , получим точку  0; 0 ; 

Точки пересечения графика функции с осью OY : 

0x    
20

0
0 3

y  


, получим точку  0; 0 . 

5. Промежутки знакопостоянства. Отметим на числовой пря-

мой точки 0x   и 3x   и определим знак функции на каждом из 

получившихся промежутков: 

- - +

0 3 х

y(x)

 

( ) 0y f x  , если (3; )x  , ( ) 0y f x  , если ( ;0) (0;3)x   . 

у(х) 

х 

– – 
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6-7. Найдем экстремум функции и интервалы возрастания и 

убывания функции: 

а) критические точки: 

2 2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( 3) ( 3) 2 ( 3) 1

3 ( 3) ( 3)

2 6 6 ( 6)
.

( 3) ( 3) ( 3)

x x x x x x x x
y

x x x

x x x x x x x

x x x


        

         

   
  

  

 

0y     
2

( 6)
0

( 3)

x x

x





  0x  , 6x  , 3x  . 

б) промежутки возрастания/убывания: 

+ - +

0 3

-
6

)(xy

x  

 

Таким образом, функция возрастает, если    ;0 6;x    , 

и убывает, если    0; 3 3; 6x  . 

в) 0x   – точка максимума, 
2

max

0
(0) 0

0 3
y y  


; 

6x   – точка минимума, 
2

min

6 36
(6) 12

6 3 3
y y   


. 

8. Точки перегиба. Интервалы выпуклости, вогнутости. 

Найдем вторую производную: 

+-
3

)(xy 

x

 

 

 

        
 

2 22 2
2

2 4

6 3 6 36

3 3

x x x x x xx x
y

x x


     

    
     

у'(х) 

y"(х) – 
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      

 

     
 

   

2 2 2

4 4

2 2

3 3

2 6 3 6 2 3 3 2 6 3 2 12

3 3

2 6 6 18 2 12 18

3 3

x x x x x x x x x x

x x

x x x x x

x x

         
  

 

    
 

 

 

0y     
3

18
0

( 3)x



, 3x  . 

9. Найдем уравнения асимптот графика функции. Вертикаль-

ные асимптоты найдены ранее. 

Горизонтальные асимптоты: 

2

2 2

2 2 2

1
lim ( ) lim lim lim .

3 1 33x x x x

x

x xy f x
xx

xx x x

   

 
           

 

Таким образом, горизонтальных асимптот нет. 

Наклонные асимптоты: y kx b  , 

 
2 2 2 3

lim ( ) lim 1 lim
3 3x x x

x x x x
b f x k x x

x x  

   
           

 

3

3 3
lim lim lim 3.

3 33
1

x x x

x

x x
xx

x x x

  

 
         

 

22

2 2

2 2

2 2

( ) 13lim lim lim lim lim 1.
33 3 1

x x x x x

xx

f x xx xk
x x x x x x

xx x

    

           

Таким образом, 3y x   – наклонная асимптота. 

10. Строим график функции 
2

3

x
y

x



 (рис. 13). 

 



71 

 

Рис. 13 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Найдите, исходя из определения, производную функций: 

1) 73 23  xxy ; 2) 13 2  xy ; 3)
3 2y x ; 

4) 3y x ; 5) xy cos ; 6) xy sin ; 

7) xy 2log ; 8) xy arccos ; 9) 
15

32






x

x
y . 

2. Найдите производные следующих функций: 

1) 342

1

643 xxxy  ; 2) 
32 2y x x  ; 3) 

55

32
2 




xx

x
y ; 

4) xy cos2ln ; 5) xxy arccos ; 6) 5 ctgy x x  ; 

7) xexy  )1( ; 8) 
x

x
y

ln

7

 ; 9)  222  xxey x ; 

10) xxy 2

3 log2  ; 11) arctgxy e x  ; 

12) 32 5,0
3

1

4

1
xxxy  ; 13) 5 4( 4 ) ctgy x x x   ;  

14) xxxy ln)2( 34  ; 15) xxy arccos2 2

3

 ;  

16) 
xx

y
1

12

2



 ; 17) xexy  )15( ; 18) 

4( 2 ) arctgy x x x   ; 



72 

19) 
x

x
y






1

1
; 20) 

x

x
y

sin

ln
 ; 21) 62

2

1
5 35

7

  xxxy ; 

22) 
x

x
y

cos34

ln


 ; 23) xey x arcsin ;  24) 

25 x

x
y


 . 

3. Найдите производные сложных функций: 

1)  
4

23 2y x  ; 2) 31y x  ; 3)  
8

53 3 1y x x


   ; 

4)  
5

3 2siny x  ; 5) 31
tg tg

3
y x x  ; 6) 

3 2siny x ; 

7) ctg ctgy x x  ; 8) 32 5cosy x x  ; 9) 3 cos5xy e x  ;  

10)  
3

arctg arcsiny x x  ; 11)  2 4
sin 5 1 tgy x x

x
    ;

 12) 2 21
cos(5 ) 4cos

20
y x x  ; 13) arcsin 2y x ;  

14)  
4

53 3y x x  ; 15)  2
8log 3 5y x x   ;  

16) 
2

ln3x x
y

x


 ; 17) 

2

5 1
arccos

2

x
y

x





; 18)  3sin cos4y x ; 

19)  2arctg 6y x x  ; 20) 23 tg5 15y x x   ;   

21) 
  2

2

ln sin 4 cos

sin4

x x x x
y

xx


 


; 22) arcsin(4 3)y x x   ; 

23)  2log sin8y x ; 24) 
4

sin 6

3cos

x
y

x
 ; 25) 

1
arccos

1

x
y

x





;

 26) 
22 6 1 tg3x xy e x   ; 27) 

2arcsin7 xy  ; 28) 
3

2

cos 4
x

x
y

e
 ; 

 29)  ln sin 6xy e x . 

4. Напишите уравнение касательной и нормали к графику 

функции 3 22 4 3y x x x     в точке  2; 5 . 

 5. Напишите уравнение касательной и нормали к кривой 
3 1y x   в точке (1; 0) . 
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6. Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функ-

ции 3y x x   в точке 0 0x  . 

7. На рис. 14 изображен график функции ( )y f x  и касатель-

ная к графику в точке с абсциссой 0x . Найдите значение производ-

ной функции ( )f x  в точке 0x . 

8. На рис. 15 изображен график функции ( )y f x  и касатель-

ная к графику в точке с абсциссой 0x . Найдите значение производ-

ной функции ( )f x в точке 0x . 

Рис. 14 Рис.  15 

9. Найдите угол между осью OX  и касательной к кривой 

1

1
y

x



 в точке с абсциссой 0 0x  . 

10. Найдите угловой коэффициент касательной к графику 

функции siny x  в точке 0
2

x


 . 

11. Определите, в какой точке графика функции ln( 1)y x   

касательная к нему образует с осью абсцисс угол 45. 

12. Закон движения материальной точки по прямой задан 

формулой 3 23 3 5S t t t    . В какой момент времени 0t  скорость 

точки равна нулю? 

13. Две материальные точки движутся прямолинейно по зако-

нам 2
1( ) 2,5 6 1x t t t    и 2

2( ) 0,5 2 3x t t t   . В какой момент вре-

мени 0t  их скорости будут равны? 

14. Точка движется по закону 3
1( ) 2 3x t t t  . Чему равна ско-

рость в момент времени 1t  ? 

15. Найдите дифференциалы следующих функций: 
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1) 23y x x  ; 2) 
1

x
y

x



; 

3) lny x x x  ; 4) 
2xy e . 

16. Найдите приближенное значение функций: 

1) arctg1,05 ; 2) 'ln tg47 15 ; 3) cos41 ; 

4) tg46 ; 5) e ; 6) 3 121 ; 7) 4 4094 . 

17. Найдите производные второго порядка от функций: 

1) 
2xy e ; 2) tgy x ;  3) 21y x  ;  4) 

1

1

x
y

x





; 

5) arcsin
2

x
y  ; 6) 

3 2ln 1y x  . 

18. Найдите производные третьего порядка от функций: 

1) arctg
2

x
y  ; 2) xy xe ; 3) lny x x .  

19. Найдите дифференциалы второго порядка от функций: 

1) 5 24 7 3y x x   ; 2) 2ln 4y x  ;  3)  
2

arcsiny x . 

20. Найдите дифференциалы третьего порядка от функций: 

1) 2siny x ; 2) siny x x ; 3) 2 xy x e ; 4) 
2

ln x
y

x
 . 

21. Найдите (1)y , если ( ) lny x x x . 

22. Постройте графики функций: 

1) 2 46y x x  ; 2) 3 23y x x  ;  

3) 
4 3x

y
x


 ; 4) 1( ) 5( 2) xg x x e   . 

 

 

2.4. Неопределенный и определенный  
интеграл  

Первообразная и неопределенный интеграл 

Функция )(xF  называется первообразной функцией для функ-

ции )(xf  на промежутке X , если в каждой точке x  этого проме-

жутка )()( xfxF  . 
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Например, 
4

( )
4

x
F x   является первообразной для функции 

3( )f x x , так как 
4

3

4

x
x


 

  
 

. 

Совокупность всех первообразных для функции ( )F x  на про-

межутке X  называется неопределенным интегралом от функции 

( )f x  на X  и обозначается символом ( )f x dx : 

( ) ( ) ,f x dx F x C   const.С   

В формуле  – знак неопределенного интеграла, х – перемен-

ная интегрирования, ( )f x  – подынтегральная функция; ( )f x dx  – 

подынтегральное выражение; С – произвольная постоянная. 

Отыскание неопределенного интеграла от функции называет-

ся интегрированием функции. 

Свойства неопределенного интеграла 

1. Производная от неопределенного интеграла равна подынте-

гральной функции, т.е.   )())(( xfdxxf . 

2. Дифференциал неопределенного интеграла равен подынте-

гральному выражению, т.е.   dxxfdxxfd )())(( . 

3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой 

функции равен этой функции с точностью до постоянного слагае-

мого, т.е. CxFxdF  )()( . 

4. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла 

( ) ( ) ,af x a f x dx   где a  – постоянная не равная нулю. 

5. Интеграл от алгебраической суммы (разности) двух функ-

ций равен сумме (разности) интегралов от этих функций, т.е. 
 

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx     .
 

6. Если   CxFdxxf )()(
 
и )(xu  , то   CuFduuf )()( . 
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Таблица интегралов 

1. dx x C  . 10. 
2 2

1
arctg , 0

dx x
C a

a ax a
  


 . 

2. 
1

, 1
1

n
n x

x dx C n
n



   
 . 11. 

2 2

1
ln

2

dx x a
C

a x ax a


 


 . 

3. ln
dx

x С
x
  . 12. 

2 2
arcsin

dx x
C

aa x
  


  

arccos
x

C
a

   . 

4. x xe dx e C  . 13. 2

2
ln

dx
x x a C

x a
   


 , 

0a   

5. , 0, 1
ln

x
x a

a dx C a a
a

    . 
14. tg ln cos( )xdx x С   . 

6. sin cosx x С   . 15. ctg ln sinxdx x С  . 

7. cos sinx x С  . 
16. ln tg

cos 2 4

dx x
C

x


   . 

8. 
2

ctg
sin

dx
x C

x
   . 17. ln tg

sin 2

dx x
C

x
  . 

9. 
2

tg
cos

dx
x C

x
  . 

 

Основные методы интегрирования  

1. Непосредственное интегрирование.  

Вычисление интегралов с помощью таблицы простейших ин-

тегралов и основных свойств неопределенных интегралов называ-

ется непосредственным интегрированием.  

При сведении данного интеграла к табличному часто исполь-

зуется следующее преобразование дифференциала, называемые 

операцией подведения под знак дифференциала: 

'

( ( ))

( )

d x
dx

x





. 
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В частности, ( )dx d x a  , где а – число, 
1

( ) ( 0)dx d kx а k
k

   ,  

)(
2

1 2хddхх  , )(ln
1

хddх
х

 , 

cos (sin )хdх d х , )(cossin хdхdх  . 

Часто используются следующие интегралы: 

1
( ) ( ) , 0, , числаf kx b dx F kx b C k k b

k
      , 

11 ( )
( ) , 1, 0

1

n
n kx b

kx b dx C n k
k n


     

 , 

1
ln , 0

dx
kx b c k

kx b k
   

 , 
1kx b kx be dx e C
k

   , 

1
sin( ) cos( )kx b dx kx b C

k
     . 

Пример 1. Вычислить интегралы: а) 23x dx , б) 2xdx . 

Решение. Воспользуемся таблицей интегралов и свойствами 

неопределенного интеграла: а) 2 33x dx x C  , б) 22xdx x C  . 

 

Пример 2. Вычислить интеграл  
24

3 1x dx . 

Решение. Используя операцию «подведения под знак диффе-

ренциала», получим 

 
24

3 1x dx  =  
241

3 1 (3 1)
3

x d x 
251 (3 1)

3 25

x
C


   . 

2. Одним из основных методов интегрирования является ме-

тод замены переменной (или метод подстановки). Метод интегри-

рования подстановкой заключается во введении новой переменной 

интегрирования, при этом заданный интеграл приводится к новому 

интегралу, который является табличным или к нему сводящимся. 

Замена переменной в неопределенном интеграле производит-

ся с помощью подстановок двух видов: 

1) ( ),x t   где ( )t  – непрерывно дифференцируемая функция 

новой переменной t . Формула замены переменной в этом случае 

( ) ( ( )) ( )f x dx f t t dt    . 
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После нахождения интеграла правой части этого равенства 

следует перейти от новой переменной интегрирования t  к перемен-

ной x . 

2) ( ),u x   где u  – новая переменная. Формула замены пере-

менной при такой подстановке: 

( ( )) ( ) ( )f x x dx f u du    , ( )u x  . 

 

Пример 3. Вычислить интеграл  
4

3 22 1x x dx . 

Решение. Положим 32 1t x  , тогда 26dt x dx , 2 1

6
x dx dt . 

Таким образом, 

 
4

3 22 1x x dx  
5 5

4 5 31 1 1 1
2 1

6 6 5 30 30

t
t dt C t C x C         . 

Пример 4. Найти интеграл 
1

dx

x
 . 

Решение. Положим 1y x  , тогда 1x y  , 2( 1)x y  , 

2( 1)dx y dy  , 
1

dx

x
 =

2( 1)y dy

y




2 2y
dy

y


 

2
2 dy

y

 
  

 
  = 

= 2y – 2 ln | |y + С = 2(1 + x ) 2ln(1 )x   + С. 

3. Интегрирование по частям. Если функции ( )u u x  и 

( )v v x  непрерывно-дифференцируемы на промежутке X, то спра-

ведлива формула udv uv vdu   . Эту формулу называют форму-

лой интегрирования по частям. 

Формула интегрирования по частям чаще всего применяется 

для интегрирования произведения функций, таких как: ( ) x
nP x e dx , 

( )sinnP x xdx , ( )cosnP x xdx , ( )lnnP x xdx , ( )arcsinnP x xdx , 

( )arctgnP x xdx , где  nP x – многочлен. 

При этом за u , как правило, принимается тот сомножитель, 

который при дифференцировании упрощается. Например, в инте-

грале 2arctgx xdx  за и надо взять arctgx , а в интеграле 2 xx e dx  за и 

надо взять 2x . 
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Алгоритм интегрирования по частям: 

1) необходимо выбрать ,u dv ; 

2) найти ,du v ; 

3) применить формулу и выполнить интегрирование. 

 

Пример 5. Найти интеграл: lnx xdx . 

Решение. 

2

2 2 2
2

1
ln (ln ) (ln )

ln

2

1 1
ln ln .

2 2 2 4

u x du d x x dx dx
x

x xdx
x

dv xdx v xdx

x x x
x dx x x C

x

    

  

   

      






 

 

Пример 6. Вычислить интеграл: xxe dx . 

Решение. 

  

 

x
x xx

u x du dx
xe dx

dv e dx  v e dx e

  
 

   


.
x x x xxe e dx xe e С     

Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислите интегралы: 

1) xdx ; 2) 
2

1
dx

x
 ; 3) 0.173,4x dx

 ; 

4) 

1 2

3 6 33 3 4x x x dx
 
   
 
 
 ; 5) 2tg xdx ; 6)  

15
1x dx ; 

7) 8 2xdx ; 8) 
52 3 2x x dx  ; 9) 

 
5

2 3

dx

x 
 ; 

10) 
ln x

dx
x ; 11) cos3xdx ; 12) sin(2 3)x dx ; 

13) 
2

3

3

1

x
dx

x 
 ; 14) 3sin cosx xdx ; 15)  

7
8 3x dx ; 
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16)  
20

2 1x dx ; 17)  cos 4 10x dx ; 18) 1 xdx ; 

19) 
2 3

dx

x 
 ;  20) 

3 1

x
dx

x 
 ; 21) 

3 5x
dx

x


 ; 

22) 
3 ln(3 1)

3 1

x
dx

x



 ; 23)  3 4cos 2x x dx ; 24) 
32 1 2xe x dx  ; 

25)  
5

1x x dx ; 26) 
2

4 5

x

x

e
dx

e 
 ; 27) 

1 ln

ln

x
dx

x x


 . 

2. Вычислите интегралы методом интегрирования по частям: 

1) cosx xdx ; 2) sin 2x xdx ;  3) xxe dx
 ;  

4) arctgx xdx ; 5) 3xx dx ; 6) 
3

lg x
dx

x
 ; 

7)  1 ln2x xdx ; 8)  2 2
x

x x e dx ; 9) sin(3 2)x x dx . 

 

Определенный интеграл.  

Приложения определенного интеграла 

Пусть функция  f x  определена на отрезке  ;a b . Разделим 

отрезок  ;a b  на n произвольных частей точками 

0 1 2 1... n na x x x x x b       . Выберем на каждом элементар-

ном отрезке  1;k kx x  произвольную точку kc  и найдем длину каж-

дого такого отрезка: 1k k kx x x    .  

Интегральной суммой для функции  f x  на отрезке  ;a b  

называется сумма вида 

        1 1 2 2

1

...
n

k k n n

k

f c x f c x f c x f c x


        . 

Определенным интегралом от функции  f x  на отрезке  ;a b  

называется предел интегральной суммы при условии, что длина 

наибольшего из элементарных отрезков стремится к нулю:  

   
max 0

1

lim
k

b n

k k
x

ka

f x dx f c x
 



  . 
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В этом случае функция ( )y f x  называется интегрируемой на 

отрезке  ;a b . Числа a  и b  называются соответственно нижним и 

верхним пределами интегрирования, ( )y f x  – подынтегральной 

функцией, x переменной интегрирования. 

Если   0f x   на  ;a b , то определенный интеграл ( )

b

a

f x dx  

геометрически представляет собой площадь криволинейной трапе-

ции – фигуры, ограниченной линиями  y f x , x a , x b , 0y  . 

Основные свойства определенного интеграла 

1) ( ) ( )

a b

b a

f x dx f x dx   ;  

2) ( ) 0

a

a

f x dx  ; 

3) ( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    ; 

4) 1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )

b b b

a a a

f x f x dx f x dx f x dx     ; 

5) ( ) ( )

b b

a a

C f x dx C f x dx   , где C  – постоянная; 

6) Если  m f x M   на  ;a b , то   ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a    . 

Теорема Ньютона – Лейбница: если функция ( )y f x  не-

прерывна на отрезке  ;a b  и функция ( )F x  является некоторой ее 

первообразной на этом отрезке, то имеет место формула Ньютона –

Лейбница: 

( )

b

a

f x dx = ( ) ( ) ( )b
aF x F b F a  ,  

где ( )F x  – первообразная для  f x . 

 



82 

Методы вычисления определенных интегралов 

1. Интегрирование по частям: 

b b
b
a

a a

udv uv vdu   , где ( ),u u x  

( )v v x – непрерывные функции, имеющие непрерывные производ-

ные на отрезке  ;a b .  

2. Замена переменной: ( ) ( ( )) ( )

b b

a a

f x dx f t t dt     , где ( )t  – 

монотонная функция, имеющая непрерывную производную на от-

резке  ;  , ( )a    , ( )b    . 

Пример 7. Вычислить интеграл 

2
2

1

3x dx , используя формулу 

Ньютона – Лейбница. 

Решение. 

2
2 3 2 3 3

1

1

3 2 1 7x dx x    . 

 

Пример 8. Вычислить интеграл 
2

1

ln
e

x
dx

x , используя формулу 

Ньютона – Лейбница. 

Решение. Положим ln x t , тогда 
dx

dt
x
 , если 1x  , то 0t  , 

если x e , то 1t  . Следовательно: 

  
12

2 3 1 3 3
0

1 0

ln 1 1 1
1 0

3 3 3

e
x
dx t dt t

x
      . 

 

Пример 9. Вычислить 

1

4
4

0

7 x dx . 

Решение. Сведем данный интеграл к табличному, сделав за-

мену переменной 4t x . Тогда 4 , .
4

dt
dt dx dx   Изменяем пределы 

интегрирования: если 0x  , то 0t  ; если 
1

4
x  , то 1t  . Получаем 
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1
11 14

4 1 0

0 0 0 0

1 7 1 3
7 7 7 (7 7 ) .

4 4 4ln 7 4ln 7 2ln 7

t
x t tdt
dx dt          

 

Пример 10. Вычислить 

2 3

5
1

(3 1)

dx

x






 . 

Решение. Интеграл можно свести к табличному, если сделать 

замену 3 1x t  . Дифференцируя обе части равенства, получим 

3dx dt , т.е. 
1

3
dx dt . Интеграл определенный, поэтому необходи-

мо изменить пределы интегрирования: если 1x   , то 2t   ; если 

2

3
x   , то 1t   . Следовательно, 

2 1 11 1 43
5

5 5 4
21 2 2 2

4 4

1
1 1 1 13

3 3 4 12(3 1)

1 1 1 1 1 1 15 5
1 .

12 12 16 12 16 64( 1) ( 2)

dt
dx t

t dt
x t t

    


   

     


   
             

    

  
 

 

Пример 11. Вычислить определенный интеграл 

0

sinx xdx



 . 

Решение. Положим , sinu x dv xdx  , тогда ,du dx  

sin cosv xdx x   . Тогда, используя формулу интегрирования по 

частям, получим 

0

0 0

sin cos ( cos )x xdx x x x dx

 
       0 0cos sinx x x      

cos 0 cos0 sin sin0      . 

Геометрические приложения определенного интеграла 

Вычисление площадей плоских фигур. Площадь криволинейной 

трапеции, ограниченной графиком функции ( )y f x , ( ( ) 0)f x   
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двумя прямыми x a , x b  и отрезком  ;a b  оси Ox , вычисляется 

по формуле  

( )

b b

a a

S ydx f x dx   . 

Площадь фигуры, ограниченной графиками функций 

1 1( )y f x  и 2 2 1 2( ), ( ) ( )y f x f x f x  , и вертикальными прямыми 

x a  и x b , находится по формуле  

2 1( ( ) ( ))

b

a

S f x f x dx  . 

Вычисление объема тела вращения. 

Если криволинейная трапеция, ограни-

ченная графиком функции ( )y f x  и 

прямыми 0, ,y x a x b   , вращается 

вокруг оси Ох, то объем тела вращения 

вычисляется по формуле 2
b

x

a

V y dx   

(рис. 16).  

Вычисление длины дуги плоской кривой. Если функция 

( )y f x  на отрезке  ;a b  – гладкая (т. е. ее производная ( )y f x   

непрерывна), то длина соответствующей дуги этой кривой находит-

ся по формуле 

21

b

a

L y dx  . 

Вычисление площади поверхности вращения. Если дуга глад-

кой кривой ( )y f x  ( )a x b   вращается вокруг оси Ox , то пло-

щадь поверхности вращения вычисляется по формуле  

22 1

b

x

a

S y y dx    . 

 

Пример 12. Вычислить площадь фигуры, ограниченной лини-

ями 2 1y x   и 1y x  . 

 

Рис. 16 
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Решение. Построим графики функций, 

найдем точки их пересечения (рис. 17). 

Вычислим площадь фигуры, ограниченной 

данными функциями: 

2 2
2 2

1 1

(( 1) ( 1) ( 2)S х х dx х х dx

 

          

2
2 3

1

4 8 1 1 29
2 4 2

2 3 2 3 2 3 3

х х
х



     
                      

 

Пример 13. Вычислить объем тела, полученного при вращении 

вокруг оси абсцисс фигуры, ограниченной линиями 2 1,у х   

4, 0, 1у х х х    . 

Решение. Сначала рассмотрим фи-

гуру (рис. 18), которая ограничена пря-

мыми 4,у х   0, 1, 0х х у   . При ее 

вращении вокруг оси Ox  получается 

усеченный конус. Обозначим объем 

этого усеченного конуса через V1. Рас-

смотрим фигуру, которая ограничена 

прямыми 2 1,у х   0,у   0, 1х х  . 

Если вращать данную фигуру вокруг 

оси Ox , то получится тоже усеченный 

конус, только поменьше. Обозначим его 

объем через V2. Разность объемов V = V1 – V2 – объем искомого тела 

вращения. Используем стандартную формулу для нахождения объ-

ема тела вращения: 
2

b

a

V y dx  . Тогда 

11 1 3
2 2 2

1

0 0 0

( 4) ( 8 16) 4 16
3

x
V x dx x x dx x x

 
             

 
   

1 61
4 16

3 3

 
     

 
; 

 

Рис. 17 

 

Рис. 18 

. 
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11 1 3
2 2 2

2

0 0 0

4
(2 1) (4 4 1) 2

3

x
V x dx x x dx x x

 
             

 
   

4 13
2 1

3 3

 
     

 
. 

Объем искомого тела вращения вычислим как разность объе-

мов тел:  

1 2

61 13 48
16

3 3 3
V V V

  
        

Задачи для самостоятельного решения 

1. Применяя формулу Ньютона – Лейбница, найдите интегралы: 

1) 

1

3
2

dx

x





 ;  2)  
2

2

1

2 3x x dx  ;  3)  
8

3

0

2x x dx ; 

4) 
4

2

6

cos

dx

x




 ;  5) 

0

sin 2xdx



 ;  6) 

2
2

4
1

1
x dx

x

 
 

 
 . 

2. Вычислите определенные интегралы, используя замену пе-

ременной: 

1) 

6

2

2x dx ;  2) 

1

0
25 3

dx

x
 ;  3) 

4

2
3

3 2

dx

x x 
 ; 

4) 

4

0
1

dx

x
 ;  5) 

ln 2

0

1xe dx ;  6) 

1

12

4 5x dx





 ; 

7) 

5

23
2 ( 3)

dx

x 
 ;  8) 

2

2 3
0

4

( 1)

xdx

x 
 ;  9) 

1

2
0 1

xdx

x
 . 

3. Вычислить следующие определенные интегралы интегри-

рованием по частям: 

1) 

1

ln

e

xdx ;  2) 

2
2

0

cosx xdx



 ;  3) 
2

1

ln

e

x xdx ; 

4) 

1
2 2

0

xx e dx ;  5) 
2

1

ln

e

xdx . 
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4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями: 

1) y = x
2 
– 2x, y = 2– x;   2) y = x

2
 + x, y = 2 + 2 x; 

3) y = – 
2

x
, y = 

2

x
 – 1, x = 1;  4) y = x

2
 + 2x, y = 6 + 3x; 

5) y = x – 
3

x
, y = 

6

x
 – 2, x = 1;  6) y = x

2
 – 5x, y = 10 – 2x. 

5. Найти объемы тел, полученных вращением вокруг оси Ox 

фигур, ограниченных данными линиями: 

1) 2,у х у х  ;  2) 2 , 2 2 , 0 ( 0)у х х у х х х      ; 

3) 22 , 0у х х у   ;  4) 0, 3, 2 2 0у х х у     . 

 

 

2.5. Дифференциальные уравнения  
первого и второго порядков 

 

Понятие дифференциального уравнения  

первого порядка 
 

Решение различных прикладных задач часто приводит к урав-

нениям, которые связывают независимые переменные, характери-

зующие ту или иную задачу, с какой-либо функцией этих перемен-

ных и производными этой функции различных порядков. 

В качестве примера можно рассмотреть простейший случай 

равноускоренного движения материальной точки. 

Известно, что перемещение материальной точки при равно-

ускоренном движении является функцией времени и выражается по 

формуле 
2

0
2

at
S V t  . 

В свою очередь ускорение a является производной по времени t 

от скорости V, которая также является производной по времени t  

от перемещения S, т.е. 
2

2
;

dS dV d S
V a

dt dt dt
   . Тогда получаем: 

0

( )
( )

2

S t t
S S t V t

 
   . Это уравнение связывает функцию S(t) с не-

зависимой переменной t и производной второго порядка функции 

S(t). 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется 

уравнение, связывающее независимую переменную, искомую 
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функцию и ее производную первого порядка, т.е. это уравнение  

вида 

( , , ) 0F x y y  .                                  (10) 

Если из уравнения (10) можно выразить производную y , т.е. 

привести это уравнение к виду 

( , )y f x y  ,                                    (11) 

то говорят, что уравнение (10) разрешено относительно произ-

водной. 

Дифференциальное уравнение первого порядка может быть 

также записано в виде 

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy  .                        (12) 

Это так называемая дифференциальная форма уравнения пер-

вого порядка. 

Решением дифференциального уравнения называется функ-

ция, которая при подстановке в уравнение обращает его в тожде-

ство.  

График решения дифференциального уравнения называется 

интегральной кривой.  

Процесс отыскания решения дифференциального уравнения 

называется интегрированием. 

Следующая теорема дает ответ на вопрос, при каких условиях 

уравнение (11) имеет решение. Эту теорему называют теоремой  

о существовании и единственности решения дифференциального 

уравнения (11). Она является основной в теории дифференциаль-

ных уравнений. 

Теорема Коши (теорема о существовании и единственности 

решения дифференциального уравнения первого порядка). Если 

функция f(x, y): 

1) непрерывна в некоторой области D плоскости xOy, 

2) имеет в этой области непрерывную частную производную 

( , )yf x y , то какова бы не была точка (х0, у0) из области D, существу-

ет единственное решение ( )y x   уравнения ( , )y f x y  , опреде-

ленное в некотором интервале, содержащем точку х0, принимающее 

при х = х0 значение (х0) = у0. 

Задачей Коши называется нахождение частного решения 

дифференциального уравнения, удовлетворяющего начальному 

условию 0 0( )y x y . 
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Геометрически задача Коши формулируется так: найти инте-

гральную кривую дифференциального уравнения ( , )y f x y  , про-

ходящую через заданную точку 0 0 0( , )M x y . 

Общим решением дифференциального уравнения первого по-

рядка называется функция ( , )y x C  , зависящая от переменной х и 

произвольной постоянной С, такая, что: 
1) эта функция является решением уравнения при любом до-

пустимом значении постоянной С; 
2) любое решение уравнения может быть получено из этой 

функции при некотором значении постоянной С. 

Всякое решение дифференциального уравнения 0( , )y x C  , 

которое получается из общего решения при определенном значении 

постоянной 0C C , называется частным решением этого диффе-

ренциального уравнения. 
Если при решении дифференциального уравнения (11) полу-

чается соотношение вида ( , , ) 0x y C  , из которого невозможно 

выразить переменную y, то считают, что уравнение решено, а полу-

ченное соотношение ( , , ) 0x y C   называется общим интегралом 

дифференциального уравнения. 
 
 

Некоторые типы дифференциальных  
уравнений первого порядка 

Уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальное уравнение первого порядка называется 
уравнением с разделяющимися переменными, если оно имеет вид 

1 2( ) ( )y f x f y   ,                              (13) 

где 1 2( ), ( )f x f y  – непрерывные функции. 

Для решения уравнения 1 2( ) ( )y f x f y    требуется «разделить 

в нем переменные». Для этого нужно: 

1) заменить производную y  отношением 
dy

dx
; тогда (13) за-

пишется в виде 1 2( ) ( )
dy

f x f y
dx

  ; 

2) умножить обе части полученного уравнения на dx  и разде-

лить на 2( )f y  (придем к уравнению 1
2

( )
( )

dy
f x dx

f y
  , в котором пе-
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ременные разделены: переменная x входит только в правую часть, а 

переменная y – только в левую). 

Интегрируя теперь правую и левую части последнего уравне-

ния, получим 

1
2

( )
( )

dy
f x dx C

f y
    – общий интеграл уравнения. 

Замечание. При делении дифференциального уравнения на 

2( )f y  могли быть потеряны некоторые решения. Поэтому следует 

отдельно решить уравнение 2( ) 0f y   и установить те решения 

дифференциального уравнения, которые не могут быть получены из 

общего решения – так называемые особые решения дифференци-

ального уравнения. 

Пример 1. Найти общее решение дифференциального уравне-

ния 
2

cos

x
yy

y


  . 

Решение: 1) заменив производную y  отношением 
dy

dx
, по- 

лучим 

cos 2
dy

y y x
dx
   ; 

2) умножим обе части полученного уравнения на dx : 

cos 2y ydy xdx  . 

Получили уравнение, в котором переменные разделены: пе-

ременная x входит только в правую часть, а переменная y – только  

в левую. Проинтегрируем теперь правую и левую части этого урав-

нения: 

cos 2y ydy xdx   . 

Интеграл, стоящий в левой части, берется по частям: 

; cos ;
cos sin sin sin cos

; sin

u y dv ydy
y ydy y y ydy y y y

du dy v dv y

   
     

    
 


. 

Интеграл, стоящий в левой части 22 xdx x   . Получим 

2sin cosy y y x C     или 2sin cos 0y y y x C    . 
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Это общий интеграл исходного дифференциального уравне-

ния, так как искомая функция не выражена через независимую пе-

ременную. 

Чтобы проверить правильность полученного ответа, продиф-

ференцируем его по переменной х: 

sin cos sin 2 0y y yy y y y x       или 
2

cos

x
yy

y
    – верно. 

Линейные дифференциальные уравнения 

Дифференциальное уравнение первого порядка называется 

линейным, если его можно записать в виде 

( ) ( )y p x y q x   ,                                 (14) 

где ( ), ( )p x q x  – заданные функции, непрерывные на некотором 

интервале ( , )a b . Особенность таких дифференциальных уравнений 

в том, что функция у и ее производная y  входят в уравнение в пер-

вой степени, не перемножаясь между собой. 

При этом, если правая часть уравнения q(x) тождественно 

равна нулю на интервале ( , )a b , то такое уравнение называется  

линейным однородным дифференциальным уравнением (оно явля-

ется уравнением с разделяющимися переменными), если правая 

часть уравнения ( ) 0q x   на интервале ( , )a b , то такое уравнение 

называется линейным неоднородным дифференциальным уравне-

нием. 

Для интегрирования линейных неоднородных уравнений 

( ( ) 0q x   на интервале ( , )a b ) можно применять метод Бернулли. 

Этим методом решение уравнения (14) ищется в виде произ-

ведения двух функций, т.е. с помощью подстановки y u v  , где 

( ), ( )u u x v v x   – неизвестные функции переменной x. Тогда если 

y u v  , то y u v u v      . Подставляя эти выражения в уравнение 

(14), получим 

( ) ( )u v u v p x uv q x       или ( ( ) ) ( )u v u v p x v q x     .     (15)               

Подберем какую-нибудь функцию ( )v v x  так, чтобы выра-

жение в скобках было равно нулю, т.е. найдем какое-нибудь реше-

ние уравнения ( ) 0v p x v    – это дифференциальное уравнение  

с разделяющимися переменными.  
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Подставляя найденную функцию v в уравнение (15) и учиты-
вая, что выражение в скобке равно нулю, получим уравнение  
с разделяющимися переменными для нахождения функции u. 

Возвращаясь к переменной у и учитывая, что y u v  , полу-

чим решение исходного уравнения. 

 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 23 xy y e   . 

Решение. Данное уравнение является линейным, так как y и 

y  входят в уравнение в первой степени. Пусть y u v  , тогда 

y u v u v       и исходное уравнение перепишется в виде 

23 xu v u v uv e       или 2( 3 ) xu v u v v e      . 

Подберем функцию ( )v v x  так, чтобы выражение в скобках 

было равно нулю, т.е. решим уравнение 3 0v v    – это дифферен-
циальное уравнение с разделяющимися переменными. Получим 

3
dv

v
dx

   или, разделяя переменные, 3
dv

dx
v
  . Проинтегрируем и 

найдем частное решение этого уравнения при C = 0: 

3
dv

dx
v
   , ln 3v x  , 3xv e . 

Подставим найденную функцию v в уравнение со скобкой и 
учитывая, что выражение в скобке равно нулю, получим 

3 2x xu e e    или 5xu e  . Это опять уравнение с разделяющимися 
переменными. Решаем его: 

5xdu
e

dx
 , 5xdu e dx , 5xdu e dx  , 51

5

xu e C  . 

Следовательно, общее решение данного дифференциального 

уравнения (y = u v) имеет вид 5 31

5

x xy e C e
 

   
 

. 

Однородные дифференциальные уравнения 

К уравнениям с разделяющимися переменными приводятся и 
однородные дифференциальные уравнения первого порядка. 

Функция ( , )f x y  называется однородной функцией п-го поряд-

ка (измерения), если при умножении каждого ее аргумента на про-

извольный множитель 0   вся функция умножится на n , т.е. 

( ; ) ( , )nf x y f x y    . 
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Например, функция 3 2( , ) 3f x y x x y   является однородной 

3-го порядка, так как 

3 2 3 3 3 2 3 3 2 3( , ) ( ) 3( ) 3 ( 3 ) ( , ).f tx ty tx tx ty t x t x y t x x y t f x y        

Дифференциальное уравнение 

( , )y f x y                                            (16) 

называется однородным, если функция ( , )f x y  есть однородная 

функция нулевого порядка, т.е. если ( ; ) ( , )f x y f x y    для любого 

значения параметра 0  . Однородное уравнение всегда можно  

записать в виде 
y

y
x

 
   

 
. Это уравнение преобразуется в уравне-

ние с разделяющимися переменными при помощи замены перемен-

ной 
y

u
x
  или что то же самое, y u x  . Найдя общее решение по-

лученного уравнения, следует заменить в нем u на 
y

x
. 

Однородное уравнение часто задается в дифференциальной 
форме: 

( , ) ( , ) 0P x y dx Q x y dy  .                        (17) 

Дифференциальное уравнение (17) будет однородным, если 

( , ), ( , )P x y Q x y  – однородные функции одинакового порядка. При 

интегрировании уравнений вида (3.6.8) нет необходимости предва-

рительно приводить их к виду 
y

y
x

 
   

 
. Подстановка 

y
u

x
  или 

y u x   сразу преобразует уравнение (3.6.8) в уравнение с разделя-

ющимися переменными. 
 

Пример 3. Решить уравнение ln 1
y y

y
x x

 
   

 
. 

Решение. Введем вспомогательную функцию ;
y

u y ux
x

  , 

тогда y u x u   . 

Подставляя в исходное уравнение ;
y

u y ux
x

   и y u x u   , 

получим 

(ln 1)u x u u u    , lnu x u u u u    , lnu x u u  . 
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Пришли к уравнению с разделяющимися переменными. Решая 

его, получим 

ln

du dx

u u x
 , 

ln

du dx

u u x
  , 

ln ln ln lnu x C  , lnu Cx , Cxu e . 

Переходя от вспомогательной функции обратно к функции у, 

получаем общее решение уравнения .Cxy xe  

Определение типа дифференциального уравнения 

Для выбора пути решения заданного дифференциального 

уравнения первого порядка сначала надо определить тип, к которо-

му оно относится. Для этого следует разрешить данное уравнение 

относительно производной, т.е. привести его к виду  

( , )y f x y  . 

После этого надо посмотреть, не разлагается ли функция 

( , )f x y  на множители, один из которых зависит только от x, а вто-

рой – только от y. Если это возможно, то перед вами дифференци-

альное уравнение с разделяющимися переменными. Надо разделить 

переменные и интегрировать обе части получившегося равенства 

(см. п. 1). 

Если переменные не разделились, то следует проверить, не 

является ли данное уравнение линейным, т.е. не имеет ли правая 

часть вид  

( , ) ( ) ( )f x y p x y q x   . 

Если да, то решение уравнения можно искать в виде y uv  

(см. п. 2). 

Если же нет, то следует проверить, не является ли функция 

( , )f x y  однородной функцией нулевого измерения. Для этого нуж-

но проверить выполнение равенства ( , ) ( , )f x y f x y    при 0  . 

Если равенство выполняется, то уравнение является однородным и 

решается подстановкой 
y

u
x
  (см. п. 3). 
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Задачи для самостоятельного решения 

1. Докажите, что функция 21y x   является решением 

дифференциального уравнения 0yy x    на промежутке (–1, 1). 

2. Найдите общее решение дифференциальных уравнений  
с разделяющимися переменными. 

1) 2 2( ) ( ) 0xy x dx y x y dy    ;   2) 0
1 1

xdx ydy

y x
 

 
; 

3) 2' 1xyy x  ;       4) tg 3y x y   ; 

5) 
1 2x

yy
y


  ;     6) 22 1 0xy y    ; 

7) 2xy y y   ;       8) 0yyy xe   ; 

9) 
2

2

1
0

1

y
y

x


  


;    10) 2 21 1 0y dx y x dy    ; 

11) ' 10x yy  ;     12) (1 )x xe yy e  ;  

13)  2 4 0x y dx ydy   ;  14) 2(1 )y dx yxdy   . 

3. Найдите общие решения линейных дифференциальных 
уравнений: 

1) 2y cos tgx y x   ;   2) 3 5y xy x   ; 

3) 22xy xy x   ;   4) cosy y x   ; 

5) 
2

2 2 xy xy xe   ;   6) sin cos 1y x y x   ; 

7) 22y
y x

x
    ;   8) 

21

xe
y y

x



  


. 

4. Найдите частные решения, удовлетворяющие указанным 
начальным условиям, следующих дифференциальных уравнений: 

1) 2 2, y(2) 1y x y x    ; 2) , (0) 0
1

y
xy x y

x
   


; 

5. Найти общие решения однородных дифференциальных 
уравнений: 

1) 
y x

y
x y

   ;   2) 2 2( 3 ) 2 0x y dx xydy   ; 

3) 
2 2

2

3

xy
y

x y
 


;   4) 

y

xxy xe y    

5) 
2 2

2

2y x
y

x


  ;    6) ( ) ( ) 0x y dx y x dy    . 
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Понятие дифференциального уравнения  

второго порядка. Линейные однородные 

дифференциальные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами 

Основные понятия 

Дифференциальным уравнением второго порядка называется 

уравнение вида 

( , , , ) 0F x y y y   , 

т.е. это уравнение, связывающее независимую переменную, иско-

мую функцию и ее производные первого и второго порядка. 

В случае, если это уравнение можно разрешить относительно 

производной y , получим уравнение вида ( , , )y f x y y  . 

Общее решение такого уравнения имеет вид: 1 2( , , )y x C C , 

где 1 2,C C  – произвольные постоянные. 

Геометрически общее решение представляет собой семейство 

интегральных кривых, т.е. совокупность линий, соответствующих 

различным значениям постоянных 1 2,C C . Частное решение – это 

одна из интегральных кривых этого семейства, проходящая через 

заданную точку 0 0 0( , )M x y  и имеющая в ней касательную с задан-

ным угловым коэффициентом 0( )y y x  . 

Для уравнения второго порядка имеет место теорема суще-

ствования и единственности решения уравнения, аналогичная соот-

ветствующей теореме для уравнения первого порядка. 

Теорема Коши (теорема о существовании и единственности 

решения дифференциального уравнения второго порядка). Если 

функция ( , , )f x y y : 

1) непрерывна в некоторой области D пространства 3R , 

2) имеет в этой области непрерывные частные производные 

( , , )yf x y y  , ( , , )yf x y y  , то какова бы не была точка 0 0 0( , , )x y y  из 

области D, существует единственное решение ( )y x   уравнения 

( , , )y f x y y  , определенное в некотором интервале, содержащем 

точку х0 и удовлетворяющее условиям 0 ,y y  0y y   при 0x x . 
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Линейные однородные дифференциальные уравнения  

второго порядка с постоянными коэффициентами 

Линейным однородным дифференциальным уравнением вто-

рого порядка с постоянными коэффициентами называется диффе-

ренциальное уравнение вида 

0y py qy    ,                                (18) 

где p, q – некоторые постоянные. 

По методу Эйлера решение дифференциального уравнения 

такого вида ищется в виде kxy e , где k = const. 

Подставив kxy ke   и 2 kxy k e   в уравнение (18), получим 

2 0kx kx kxk e pke qe    или 2( ) 0kxe k pk q   . 

Так как 0kxe  , то для того, чтобы функция kxy e  являлась 

решением исходного дифференциального уравнения, необходимо и 

достаточно, чтобы 

2 0k pk q   . 

Это уравнение называется характеристическим уравнением 

дифференциального уравнения (18). 

Каждому корню характеристического уравнения ki соответ-

ствует решение дифференциального уравнения. 

При решении этого уравнения возможны следующие случаи: 

1. Корни 1 2,k k  – действительные и различные ( 1 2,k k  

2 4 0D p q   ). 

В этом случае общее решение уравнения находится по фор-

муле 

1 2
1 2

k x k x
y C e C e  . 

2. Корни 1 2,k k  – действительные и равные ( 1 2k k k  , 

2 4 0D p q   ). 

В этом случае общее решение уравнения находится по фор-

муле 

1 2
kx kxy C e C xe  . 
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3. Корни 1 2,k k  – комплексные ( 1 2,k i k i    , 

2 4 0D p q   ). 

В этом случае общее решение уравнения находится по фор-

муле 

1 2( cos sin )xy e C x C x    . 

Таким образом, нахождение общего решения линейного диф-

ференциального уравнения второго порядка с постоянными коэф-

фициентами сводится к нахождению корней характеристического 

уравнения и использования соответствующих формул общего ре-

шения уравнения. 

 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 5 6 0y y y    . 

Решение. Это линейное дифференциальное уравнение второ-

го порядка с постоянными коэффициентами. Для нахождения его 

общего решения составим соответствующее характеристическое 

уравнение 2 5 6 0k k    и вычислим его корни: 

2 5 6 0k k   , 25 4 6 1, 1D D     , 

тогда 1 2

5 1 5 1
2, 3

2 2
k k

 
    . 

Получили корни 1 2,k k  – действительные и различные, тогда 

общее решение уравнения находится по формуле 1 2
1 2

k x k x
y C e C e   

или для нашего случая 2 3
1 2

x xy C e C e  . 

 

Пример 5. Найти общее решение уравнения 6 9 0y y y    . 

Решение. Характеристическое уравнение для этого дифферен- 

циального уравнения имеет вид 2 6 9 0k k   . Найдем его корни: 

2 6 9 0k k   , 26 4 9 0, 0D D     , тогда 1 2

6 0
3

2
k k


   . 

Получили корни 1 2,k k  – действительные и равные ( 1 2k k k  ). 

Тогда общее решение уравнения находится по формуле 

1 2
kx kxy C e C xe   или для нашего случая 3

1 2( )xy e C C x  . 
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Пример 6. Решить уравнение 2 5 0.y y y     

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид 
2 2 5 0k k   . Найдем его корни: 

22 4 5 16, 16 16 1 4D D i           ,  

тогда 1

2 4
1 2

2

i
k i

 
    , 1

2 4
1 2

2

i
k i

 
    . Корни 1 2,k k  – ком-

плексные ( 1 2,k i k i   ). 

В этом случае общее решение уравнения находится по фор-

муле 

1 2( cos sin )xy e C x C x    . 

В нашем случае 1, 2     , поэтому общее решение имеет 

вид 1 2( cos2 sin2 ).xy e C x C x   

Задачи для самостоятельного решения 

1. Показать, что данная функция является решением данного 

дифференциального уравнения: 

1) 2x 3
1 2C e xy C e  , 5 6 0y y y    ; 

2) 1 2C sin cosy x C x  , 0y y   . 

2. Найдите общие решения уравнений. 

1) 7 6 0y y y    ;  3) 4 13 0y y y    ; 

2) 25 0y y   ;  4) 4 4 0y y y    . 

3. Найдите решения уравнений, удовлетворяющие заданным 

начальным условиям: 

1) 4 3 0y y y    , (0) 0; (0) 6y y   ; 

2) 10 25 0y y y    , (0) 0; (0) 1y y  ; 

3) 2 10 0y y y    , /6( / 6) 0; ( / 6)y y e    ; 

4) 3 0y y   , (0) 1; (0) 2y y  ; 

5) 9 0y y   , (0) 1; ( / 4) 1y y   ; 

6) 2 0y y   , (0) 0; (ln2) 3y y  ; 

7) 2 0y y y    , (0) 0; (0) 3y y  ; 

8) 0y y   , (0) 0,1y  ; (0) 0y  . 
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