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В И З У А Л И З А Ц И Я П Л О С К И Х К Р И В Ы Х С И С П О Л Ь З О В А Н И Е М С М Е Ш И В А Ю Щ И Х
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А Л Ь Т Е Р Н А Т И В А С П Л А Й Н А М
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К О С Н И К О В Ю р и й Н и к о л а е в и ч, д о к т о р т е х н и ч е с к и х н а у к,
п р о ф е с с о р к а ф е д р ы « И н ф о р м а ц и о н н о - в ы ч и с л и т е л ь н ы е с и с т е м ы »

П е н з е н с к и й г о с у д а р с т в е н н ы й у н и в е р с и т е т
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А Б У Б Е К Е Р О В Д и н а р Р а ш и д о в и ч, а с п и р а н т
П е н з е н с к и й г о с у д а р с т в е н н ы й у н и в е р с и т е т

( 4 4 0 0 2 6, Р о с с и я, П е н з а, у л и ц а К р а с н а я, 4 0, em  ai l : ofj  o rd  a n @ y a nd  ex .ru )
А н н о т а ц и я . П л о с к и е н е а н а л и т и ч е с к и е к р и в ы е и м е ю т м н о ж е с т в о п р а к т и ч е с к и х п р и л о ж е н и й. О н и з а д а ю т с я 

н а б о р о м  х а р а к т е р н ы х  ( о п о р н ы х )  т о ч е к.  Д л я  в о с с т а н о в л е н и я  п о л н о й  к р и в о й  п о  о п о р н ы м  т о ч к а м  п р и м е н я ю т 
м е т о д ы и н т е р п о л я ц и и. Х о р о ш и м и и н т е р п о л я т о р а м и я в л я ю т с я с п л а й н ы. О н и ш и р о к о п р и м е н я ю т с я д л я г е о м е -
т р и ч е с к о г о м о д е л и р о в а н и я к р и в ы х р а з л и ч н о й ф о р м ы – з а м к н у т ы х и н е з а м к н у т ы х, г л а д к и х и и м е ю щ и х о с т р и я. 
О д н а к о в з а д а ч а х в и з у а л и з а ц и и м н о г и е с п л а й н о в ы е м е т о д ы м о ж н о п р и м е н и т ь, т о л ь к о н а л о ж и в н а п р о ц е с с и н -
т е р п о л я ц и и и л и и с х о д н ы е д а н н ы е р я д о г р а н и ч е н и й. В р е з у л ь т а т е а л г о р и т м ы и н т е р п о л я ц и и п о л у ч а ю т с я у с л о ж -
н е н н ы м и. П р е д л а г а е т с я и н т е р п о л я н т н а о с н о в е с м е ш и в а ю щ и х ф у н к ц и й ( С Ф ), д е й с т в у ю щ и х в д о л ь п а р а м е т р и -
ч е с к о й к о о р д и н а т н о й л и н и и, к о т о р а я п р о х о д и т ч е р е з о п о р н ы е т о ч к и. Т а к и е С Ф в с т а т ь е н а з в а н ы л и н е й н ы м и 
( Л С Ф ). М а т е м а т и ч е с к о е о п и с а н и е и н т е р п о л я н т а н а о с н о в е Л С Ф п о л у ч е н о п у т е м м о д и ф и к а ц и и и н т е р п о л я н т а 
н а  о с н о в е  р а д и а л ь н ы х  б а з и с н ы х  ф у н к ц и й.  К а ж д а я  о п о р н а я  т о ч к а  к р и в о й  п о л у ч а е т  ц е л о ч и с л е н н у ю  п а р а м е -
т р и ч е с к у ю к о о р д и н а т у. К а ж д о й о п о р н о й т о ч к е с т а в и т с я в с о о т в е т с т в и е Л С Ф, д е й с т в у ю щ а я в о б е с т о р о н ы о т 
о п о р н о й т о ч к и в д о л ь к о о р д и н а т н о й л и н и и. И н т е р п о л я н т д л я в ы ч и с л е н и я д е к а р т о в ы х к о о р д и н а т т е к у щ е й т о ч к и 
к р и в о й з а п и с а н к а к с и с т е м а и з д в у х п а р а м е т р и ч е с к и х у р а в н е н и й. К а ж д о е у р а в н е н и е п р е д с т а в л я е т с о б о й с у м м у 
с л а г а е м ы х. К а ж д о е с л а г а е м о е п р и в я з а н о к о д н о й и з о п о р н ы х т о ч е к, у ч а с т в у ю щ и х в и н т е р п о л я ц и и. С л а г а е м о е 
п р е д с т а в л я е т с о б о й п р о и з в е д е н и е з н а ч е н и я Л С Ф о п о р н о й т о ч к и н а к о э ф ф и ц и е н т е е в л и я н и я. К о э ф ф и ц и е н т ы 
в л и я н и я о п о р н ы х т о ч е к н а х о д я т с я и з у с л о в и й т о ч н о г о п р о х о ж д е н и я и н т е р п о л я н т а ч е р е з о п о р н ы е т о ч к и. И н т е р -
п о л я ц и я к р и в о й и д е т п о ш а г а м. Н а к а ж д о м ш а г е ф о р м и р у е т с я о т р е з о к ( с е г м е н т ) к р и в о й, к о т о р ы й и с п о л ь з у е т 
к о н е ч н о е ч и с л о о п о р н ы х т о ч е к. В и з у а л ь н о п р е д с т а в л я е м ы й ф р а г м е н т с о е д и н я е т ч а с т ь т о ч е к с е г м е н т а. Э к с п е р и -
м е н т п о д т в е р д и л х о р о ш и е ф о р м о о б р а з у ю щ и е в о з м о ж н о с т и Л С Ф - и н т е р п о л я т о р а. Т о ч н о с т ь Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и 
с р а в н и м а с т о ч н о с т ь ю с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и. Ч и с л о с е г м е н т о в с о с т а в н о й к р и в о й, к о т о р ы е н у ж н о р а с с ч и т ы в а т ь, 
з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш е  ч и с л а  с е г м е н т о в  с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и.  В  д а л ь н е й ш е м  п р е д п о л а г а е т с я  и с с л е д о в а т ь 
к о л и ч е с т в е н н ы е х а р а к т е р и с т и к и с о с т а в н о й и н т е р п о л и р о в а н н о й к р и в о й. 

К л ю ч е в ы е с л о в а : п л о с к а я к р и в а я, о п о р н а я т о ч к а, п а р а м е т р и ч е с к а я и н т е р п о л я ц и я, л о к а л ь н а я и н т е р п о л я ц и я,  
с м е ш и в а ю щ а я ф у н к ц и я, ц е л о ч и с л е н н а я п а р а м е т р и з а ц и я, с п л а й н - и н т е р п о л я ц и я, с п л а й н К э т м у л л а - Р о м а, р а д и -
а л ь н а я б а з и с н а я ф у н к ц и я, л и н е й н а я с м е ш и в а ю щ а я ф у н к ц и я.

V I S U A L I Z A T I O N O F F L A T C U R V E S U S I N G B L E N D I N G F U N C T I O N S O P E R A T I N G A L O N G T H E A 
P A R A M E T R I C C O O R D I N A T E S Y S T E M A X I S : A N A L T E R N A T I V E T O S P L I N E S

© T h e A ut h o r ( s ) 2 0 2 4
K O S N I K O V Y u ri Ni k ol a e vi c h , d o ct o r o f t e c h ni c al s ci e n c e s, 
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P e n z a St at e U ni v e r sit y
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A B U B E K E R O V Di n a r R a s hi d o vi c h , p o st g r a d u at e  st u d e nt

P e n z a St at e U ni v e r sit y
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A b s t r a c t . Pl a n e n o n - a n al yti c al c u r v e s h a v e m a n y p r a cti c al a p pli c ati o n s. T h e y a r e d e fi n e d b y a s et o f c h a r a ct e ri sti c 
( r e f e r e n c e ) p oi nt s. I nt e r p ol ati o n m et h o d s a r e u s e d t o r e st o r e t h e c o m pl et e c u r v e f r o m t h e r e f e r e n c e p oi nt s. S pli n e s a r e 



1 3X X I c e nt u r y: R e s u m e s of t h e P a st a n d C h all e n g e s of t h e P r e s e nt pl u s. 2 0 2 4. V. 1 3. № 4 ( 6 8 )
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K o s ni k o v Y u ri Ni k ol a e vi c h, A b u b e k e r o v Di n a r R a s hi d o vi c h   

g o o d i nt e r p ol at o r s. T h e y a r e wi d el y u s e d f o r g e o m et ri c m o d eli n g o f v a ri o u s c u r v e s – cl o s e d a n d u n cl o s e d, s m o ot h a n d 
h a vi n g e d g e s. H o w e v e r, i n vi s u ali z ati o n t a s k s, m a n y s pli n e m et h o d s c a n b e a p pli e d o nl y b y i m p o si n g a n u m b e r o f r e -
st ri cti o n s o n t h e i nt e r p ol ati o n p r o c e s s o r t h e s o u r c e d at a. A s a r e s ult, t h e i nt e r p ol ati o n al g o rit h m s a r e c o m pli c at e d. A n 
i nt e r p ol a nt b a s e d o n bl e n di n g f u n cti o n s ( B F ) a cti n g al o n g a p a r a m et ri c c o o r di n at e li n e t h at p a s s e s t h r o u g h t h e r e f e r e n c e 
p oi nt s i s p r o p o s e d. S u c h B F i n t hi s p a p e r a r e c all e d li n e a r ( L B F ). T h e m at h e m ati c al d e s c ri pti o n o f t h e L B F - b a s e d i n -
t e r p ol a nt i s o bt ai n e d b y m o di f yi n g t h e i nt e r p ol a nt b a s e d o n r a di al b a si s f u n cti o n s. E a c h r e f e r e n c e p oi nt o f t h e c u r v e r e -
c ei v e s a n i nt e g e r p a r a m et ri c c o o r di n at e. E a c h r e f e r e n c e p oi nt i s m at c h e d wit h a n L B F a cti n g i n b ot h di r e cti o n s f r o m t h e 
r e f e r e n c e p oi nt al o n g t h e c o o r di n at e li n e. T h e i nt e r p ol a nt f o r c al c ul ati n g t h e C a rt e si a n c o o r di n at e s o f t h e c u r v e c u r r e nt 
p oi nt i s w ritt e n a s a s y st e m o f t w o p a r a m et ri c e q u ati o n s. E a c h e q u ati o n i s a s u m o f t e r m s. E a c h t e r m i s li n k e d t o o n e o f 
t h e r e f e r e n c e p oi nt s i n v ol v e d i n t h e i nt e r p ol ati o n. T h e t e r m i s t h e p r o d u ct o f t h e L B F v al u e o f t h e r e f e r e n c e p oi nt b y t h e 
it s i n fi u e n c e c o e fÏ ci e nt. T h e i n fl u e n c e c o e fÏ ci e nt s o f t h e r e f e r e n c e p oi nt s a r e d et e r mi n e d f r o m t h e c o n diti o n s o f t h e e x a ct 
i nt e r p ol a nt p a s s a g e t h r o u g h t h e s e p oi nt s. T h e c u r v e i s i nt e r p ol at e d i n st e p s. At e a c h st e p, a c u r v e s e g m e nt i s f o r m e d, 
w hi c h u s e s a fi nit e n u m b e r o f r e f e r e n c e p oi nt s. T h e vi s u all y r e p r e s e nt e d f r a g m e nt c o n n e ct s p a rt o f t h e s e g m e nt p oi nt s. 
T h e e x p e ri m e nt c o n fi r m e d t h e g o o d s h a pi n g c a p a biliti e s o f t h e L B F i nt e r p ol a nt. T h e a c c u r a c y o f L B F i nt e r p ol ati o n i s 
c o m p a r a bl e t o t h e a c c u r a c y o f s pli n e i nt e r p ol ati o n. T h e n u m b e r o f c o m p o sit e c u r v e s e g m e nt s t o b e c al c ul at e d d u ri n g 
L B F i nt e r p ol ati o n i s si g ni fi c a ntl y l e s s t h a n t h e n u m b e r o f s pli n e i nt e r p ol ati o n s e g m e nt s. I n t h e f ut u r e, it i s pl a n n e d t o 
i n v e sti g at e t h e q u a ntit ati v e c h a r a ct e ri sti c s o f t h e c o m p o sit e int e r p ol at e d c u r v e.

K e y w o r d s :  pl a n e  c u r v e,  r e f e r e n c e  p oi nt,  p a r a m et ri c  i nt e r p ol ati o n,  l o c al  i nt e r p ol ati o n,  bl e n di n g  f u n cti o n,  i nt e g e r 
p a r a m et ri z ati o n, s pli n e i nt e r p ol ati o n, C at m ull - R o m s pli n e, r a di al b a si s f u n cti o n, li n e a r bl e n di n g f u n cti o n.
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В в е д е н и е. С р е д и  з а д а ч  в и з у а л и з а ц и и  з н а ч и т е л ь -
н о е  м е с т о  з а н и м а е т  о т о б р а ж е н и е  н е а н а л и т и ч е с к и х 
к р и в ы х н а п л о с к о с т и. К н и м о т н о с я т с я г р а н и ц ы р е г и -
о н о в, л и н и и о д и н а к о в о г о у р о в н я ф и з и ч е с к о й в е л и ч и -
н ы  ( и з о л и н и и ),  т р а е к т о р и и  д в и ж е н и я  т р а н с п о р т н ы х 
с р е д с т в,  г р а н и ц ы  з е м е л ь н ы х  у ч а с т к о в,  к о н т у р ы  б е -
р е г о в о й л и н и и в о д о е м о в, и з о б р а ж е н и я с т р о и т е л ь н ы х 
к о н с т р у к ц и й  и  м н о г о е  д р у г о е.  К р о м е  т о г о,  м н о г и е 
п р о с т р а н с т в е н н ы е  о б ъ е к т ы  м о д е л и р у ю т с я  с  п о м о -
щ ь ю  п л о с к и х  к р и в о л и н е й н ы х  с е ч е н и й.  И с х о д н ы м и 
д а н н ы м и  д л я  в и з у а л и з а ц и и,  к а к  п р а в и л о,  я в л я ю т с я 
к о о р д и н а т ы  х а р а к т е р н ы х  ( о п о р н ы х )  т о ч е к,  п р и н а д -
л е ж а щ и х  л и н и я м.  Э т и  к о о р д и н а т ы  з а д а ю т с я  р а з р а -
б о т ч и к а м и  и л и  п о л у ч а ю т с я  с  п о м о щ ь ю  т е х н и ч е с к и х 
с р е д с т в,  н а п р и м е р,  Г Л О Н А С С - п р и ё м н и к о в  и л и  и н -
с т р у м е н т о в  т о п о г р а ф и ч е с к о й  с ъ е м к и.  П р и  н е о б х о д и -
м о с т и ц и ф р о в и з а ц и и и к о м п ь ю т е р н о г о п р е д с т а в л е н и я 
з а д а н н ы х  т а к и м  о б р а з о м  л и н и й  п р и м е н я ю т  м е т о д ы 
и н т е р п о л я ц и и. С и х п о м о щ ь ю о п о р н ы е т о ч к и с о е д и -
н я ю т с я  о т р е з к а м и  ( о т с е к а м и )  т о й  и л и  и н о й  ф о р м ы, 
о б р а з у я к у с о ч н о - а н а л и т и ч е с к и е к р и в ы е. П р о м е ж у т о ч -
н ы е т о ч к и о т с е к о в, в з я т ы е с н е к о т о р ы м ш а г о м, с л у ж а т 
д л я  в и з у а л и з а ц и и  к р и в ы х.  К а к  п р а в и л о,  р а с с т о я н и е 
м е ж д у  п р о м е ж у т о ч н ы м и  т о ч к а м и  б е р е т с я  с т о л ь  м а -
л ы м,  ч т о б ы  п р и  с о е д и н е н и и  и х  о т р е з к а м и  п р я м ы х  у 
н а б л ю д а т е л я  с о з д а в а л о с ь  о щ у щ е н и е  н е п р е р ы в н о й 
к р и в о й.

К р и в ы е, п о д л е ж а щ и е в и з у а л и з а ц и и, п р е д ъ я в л я ю т 
к п р о ц е с с у и н т е р п о л я ц и и х а р а к т е р н ы е т р е б о в а н и я:

– т о ч н о е п р о х о ж д е н и е к р и в о й ч е р е з о п о р н ы е т о ч -
к и;

–  с о о т в е т с т в и е  ф о р м ы  о т с е к о в  т о п о л о г и ч е с к о й 
т е н д е н ц и и х о д а к р и в о й ( и н а ч е – о ж и д а н и я м р а з р а б о т -
ч и к а );

– в о з м о ж н о с т ь о б е с п е ч и т ь г л а д к о е и н е г л а д к о е с о -
п р я ж е н и е о т с е к о в; 

–  о т с у т с т в и е  н е з а п л а н и р о в а н н ы х  а н о м а л и й  ф о р -
м ы: в ы б р о с о в, п е т е л ь, о с т р и й, р а з р ы в о в к р и в о й;

–  п о л у ч е н и е  т о ч н о с т и  и н т е р п о л я ц и и,  п о з в о л я ю -
щ е й  о б е с п е ч и т ь  з а д а н н ы й  х а р а к т е р  п р о х о ж д е н и я  о т -
с е к о в м е ж д у о п о р н ы м и т о ч к а м и;

–  м и н и м и з а ц и я  в р е м е н н ы х  з а т р а т  н а  и н т е р п о л я -
ц и ю, в п л о т ь д о о б е с п е ч е н и я р е ж и м а р е а л ь н о г о в р е м е -
н и, н а п р и м е р, д л я о т о б р а ж е н и я а н и м а ц и и.

Н а у к а  з н а е т  м н о ж е с т в о  м е т о д о в  и н т е р п о л я ц и и,  в 
с в я з и с ч е м в о з н и к а е т з а д а ч а в ы б о р а м е т о д а д л я р е ш е -
н и я з а д а ч в и з у а л и з а ц и и.

М е т о д о л о г и я. И с п ы т а н н ы м  с р е д с т в о м  и н т е р п о -
л я ц и и  н е а н а л и т и ч е с к и х  к р и в ы х  я в л я ю т с я  с п л а й н ы. 
О б ы ч н о  э т о  с т е п е н н ы е  м н о г о ч л е н ы,  о п и с ы в а ю щ и е 
с е г м е н т ы  к р и в ы х  и  п о з в о л я ю щ и е  с т ы к о в а т ь  и х  т р е -
б у е м ы м о б р а з о м – г л а д к о и л и в в и д е о с т р и я. А п п а р а т 
с п л а й н о в  р а з в и в а е т с я  в  т е ч е н и е  б о л е е,  ч е м  с т а  л е т  и 
х о р о ш о  п р о р а б о т а н.  Н а  т е м у  с п л а й н о в  с у щ е с т в у е т 
о б ш и р н а я  б и б л и о г р а ф и я.  И з в е с т н ы  х о р о ш и е  п у б л и -
к а ц и и,  к а к  з а р у б е ж н ы е,  т а к  и  о т е ч е с т в е н н ы е,  в  т о м 
ч и с л е, п о п р и м е н е н и ю с п л а й н о в в з а д а ч а х в и з у а л и з а -
ц и и. И з м о н о г р а ф и й п р е ж н и х л е т м о ж н о н а з в а т ь [ 1 - 4 ], 
и з б о л е е п о з д н и х – [ 5 - 7 ]. С п л а й н ы ш и р о к о п р и м е н я -
ю т с я в г е о м е т р и ч е с к о м м о д е л и р о в а н и и д л я о п и с а н и я 
к о н с т р у к ц и й  с а м ы х  р а з л и ч н ы х  ф о р м:  з а м к н у т ы х  и 
н е з а м к н у т ы х, г л а д к и х и и м е ю щ и х о с т р и я, с о с т о я щ и х 
и з л и н и й, п о в е р х н о с т е й и т е л. О д н а к о п р и а н а л и з е и х 
ф о р м о о б р а з у ю щ и х  в о з м о ж н о с т е й  в  з а д а ч а х  в и з у а л и -
з а ц и и м о ж н о о т м е т и т ь р я д о г р а н и ч е н и й.

В г р а ф и к е о б ы ч н о п р и м е н я ю т с я с п л а й н ы т р е т ь е й 
с т е п е н и, к о т о р ы е п р е д с т а в л я ю т с я в п а р а м е т р и ч е с к о й 
ф о р м е. О д н и м и з п е р в ы х г е о м е т р и ч е с к и х п р и м и т и в о в 



1 4 X X I в е к: и т о г и п р о ш л о г о и п р о б л е м ы н а с т о я щ е г о п л ю с. 2 0 2 4. Т. 1 3. № 4 ( 6 8 )

И н ф о р м а т и к а, в ы ч и с л и т е л ь н а я 
т е х н и к а и у п р а в л е н и еВ И З У А Л И З А Ц И Я П Л О С К И Х К Р И В Ы Х С И С П О Л Ь З О В А Н И Е М С М Е Ш И В А Ю Щ И Х …

К о с н и к о в Ю р и й Н и к о л а е в и ч, А б у б е к е р о в Д и н а р Р а ш и д о в и ч   

и н т е р п о л я ц и и  я в л я е т с я  с п л а й н  Э р м и т а  ( H e r mit e )  [ 3, 
6 ].  О п и с а н и е  е г о  о т с е к а  в к л ю ч а е т  к о о р д и н а т ы  д в у х 
т о ч е к – к о н ц о в о т с е к а – и д в е п р о и з в о д н ы е, з а д а ю щ и е 
н а п р а в л е н и я к а с а т е л ь н ы х в к о н ц е в ы х т о ч к а х, т о е с т ь 
и з г и б ы о т с е к а. О т н а п р а в л е н и й э т и х к а с а т е л ь н ы х з а -
в и с и т ф о р м а о т с е к а, н о д л я и х з а д а н и я н у ж н ы к а к и е - т о 
д о п о л н и т е л ь н ы е у с л о в и я. Н а п р и м е р, м о ж н о п о л о ж и т ь 
к а с а т е л ь н ы е  п а р а л л е л ь н ы м и  х о р д а м,  с о е д и н я ю щ и м 
о п о р н ы е т о ч к и, п р е д ш е с т в у ю щ и е и п о с л е д у ю щ и е п о 
о т н о ш е н и ю  к  к о н ц е в ы м  т о ч к а м.  О с т а е т с я  о т к р ы т ы м 
в о п р о с  о  н а п р а в л е н и и  к а с а т е л ь н о й,  п р о в е д е н н о й  ч е -
р е з н а ч а л ь н у ю т о ч к у к р и в о й. К р о м е т о г о, д л я к а ж д о й 
к а с а т е л ь н о й н у ж н о к а к - т о з а д а т ь д л и н у, в л и я ю щ у ю н а 
с т е п е н ь и з г и б а о т с е к а. Н е о б х о д и м о с т ь р е ш е н и я э т и х 
з а д а ч у с л о ж н я е т а л г о р и т м и н т е р п о л я ц и и.

О д н и м и з с а м ы х п о п у л я р н ы х г е о м е т р и ч е с к и х п р и -
м и т и в о в я в л я е т с я В - с п л а й н ( B - s pl i  n e ) [ 5 - 7 ]. Е г о о т с е к 
з а д а е т с я  ч е т ы р ь м я  о п о р н ы м и  т о ч к а м и,  н о  в  о б щ е м 
с л у ч а е н е п р о х о д и т н и ч е р е з о д н у и з н и х. О н т о л ь к о 
п р и б л и ж а е т с я  к  д в у м  с р е д н и м  о п о р н ы м  т о ч к а м  и, 
ч т о б ы  н а ч а т ь  о т с е к  о т  к р а й н е й  о п о р н о й  т о ч к и,  н у ж -
н о  п р и м е н и т ь  с п е ц и а л ь н ы й  п р и е м  –  и с п о л ь з о в а т ь 
к р а т н ы е  ( п о в т о р я ю щ и е с я )  о п о р н ы е  т о ч к и.  С  д р у г о й 
с т о р о н ы, ч т о б ы о т с е к т о ч н о п р о х о д и л ч е р е з о п о р н ы е 
т о ч к и, н у ж н о в в е с т и н о в ы е о п о р н ы е т о ч к и, т а к и е, ч т о 
п о с т р о е н н ы й н а н и х о т с е к б у д е т т о ч н о п р о х о д и т ь ч е -
р е з и с х о д н ы е о п о р н ы е т о ч к и [ 8 ]. В - с п л а й н д а е т г л а д -
к о е с о п р я ж е н и е о т с е к о в в с о с т а в н о й к р и в о й. Е с л и ж е 
т р е б у е т с я  н а  с т ы к е  о т с е к о в  п о л у ч и т ь  о с т р и е,  н у ж -
н о  в в е с т и  д о п о л н и т е л ь н ы е  о п о р н ы е  т о ч к и  и  в  м е с т е 
с т ы к а п е р е й т и о т о д н о й п о с л е д о в а т е л ь н о с т и о п о р н ы х 
т о ч е к  к  д р у г о й.  И  з д е с ь  м о ж н о  в и д е т ь  у с л о ж н е н и е 
а л г о р и т м а  и н т е р п о л я ц и и.  С у щ е с т в у ю т  м о д и ф и к а ц и и 
В - с п л а й н о в о й  и н т е р п о л я ц и и,  р а с ш и р я ю щ и е  ф о р м о -
о б р а з у ю щ и е  в о з м о ж н о с т и  с п л а й н а,  н о  е щ е  б о л ь ш е 
у с л о ж н я ю щ и е  п р о ц е с с  и н т е р п о л я ц и и.  Н а п р и м е р,  в 
п у б л и к а ц и и  [ 9 ]  п р е д л а г а е т с я  п о д х о д  к  и н т е р п о л я ц и и 
к р и в ы х  и  п о в е р х н о с т е й,  о с н о в а н н ы й  н а  п р и м е н е н и и 
В - с п л а й н о в и г е н е т и ч е с к о г о а л г о р и т м а.

С х о д н ы м и  с В - с п л а й н а м и  с в о й с т в а м и  о б л а д а ю т 
б е т а - с п л а й н ы [ 3, 4, 7 ]. О н и т а к ж е, к а к В - с п л а й н, з а д а -
ю т с я ч е т ы р ь м я о п о р н ы м и т о ч к а м и и т а к ж е, в о б щ е м 
с л у ч а е, н е п р о х о д я т н и ч е р е з о д н у и з н и х. В о п и с а н и и 
о т с е к а б е т а - с п л а й н а с о д е р ж а т с я д в а ч и с л о в ы х п а р а м е -
т р а, к о т о р ы е п о з в о л я ю т у п р а в л я т ь ф о р м о й к р и в о й б е з 
и з м е н е н и я о п о р н ы х т о ч е к. О д н а к о и з - з а э т и х п а р а м е -
т р о в  з а п и с ь  о т с е к а  б е т а - с п л а й н а  з н а ч и т е л ь н о  у с л о ж -
н е н а,  ч т о  н е г а т и в н о  в л и я е т  н а  п р о и з в о д и т е л ь н о с т ь 
и н т е р п о л я ц и и.

В - с п л а й н у н е у с т у п а е т в п о п у л я р н о с т и с п л а й н Б е з -
ь е ( B e zi e r ) [ 2, 5, 7 ]. О п и с а н и е е г о о т с е к а т а к ж е в к л ю -
ч а е т к о о р д и н а т ы ч е т ы р е х о п о р н ы х т о ч е к. Д в е к р а й н и е 
т о ч к и я в л я ю т с я к о н ц а м и о т с е к а, д в е с р е д н и е л е ж а т н а 
к а с а т е л ь н ы х,  п р о в е д е н н ы х  ч е р е з  к о н ц е в ы е  т о ч к и  и 
з а д а ю щ и х и з г и б ы с е г м е н т а. Ч е р е з с р е д н и е т о ч к и о т -
с е к  в  о б щ е м  с л у ч а е  н е  п р о х о д и т.  Е с л и  д л я  о п и с а н и я 
к а ж д о г о  с л е д у ю щ е г о  о т с е к а  в о с с т а н а в л и в а е м о й  к р и -
в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о  в ы б и р а т ь  п о  ч е т ы р е  о ч е р е д н ы е 
т о ч к и, т о в р е з у л ь т а т е и н т е р п о л я ц и и к р и в а я н е б у д е т 

п р о х о д и т ь ч е р е з п о л о в и н у с в о и х т о ч е к. Е с л и ж е в ы б и -
р а т ь д л я о ч е р е д н о г о о т с е к а д в е т о ч к и – н а ч а л ь н у ю и 
к о н е ч н у ю, т о н е о б х о д и м о к а к и м - т о о б р а з о м д о о п р е д е -
л я т ь е щ е д в е о п о р н ы е т о ч к и к а ж д о г о о т с е к а. Д л я э т о г о 
н а ф о р м о о б р а з о в а н и е н у ж н о н а л о ж и т ь д о п о л н и т е л ь -
н ы е у с л о в и я, ч т о у с л о ж н я е т а л г о р и т м и н т е р п о л я ц и и.

Э т о о г р а н и ч е н и е с н я т о в ф у н д а м е н т а л ь н о м ( fu  nd  a-
m e nt al ) с п л а й н е, к о т о р ы й п р и о п р е д е л е н н ы х у с л о в и я х 
п р е о б р а з у е т с я в с п л а й н К э т м у л л а - Р о м а ( C at m ull - R o m ) 
[ 3 ]. Е г о о т с е к т о ч н о п р о х о д и т ч е р е з д в е с р е д н и е о п о р -
н ы е  т о ч к и  и  а в т о м а т и ч е с к и  г л а д к о  с т ы к у е т с я  с о  с л е -
д у ю щ и м о т с е к о м. Н о д л я т о г о, ч т о б ы н а ч а т ь в и з у а л и -
з а ц и ю к р и в о й с п е р в о й т о ч к и, п р и х о д и т с я п р и м е н я т ь 
а п п а р а т к р а т н ы х о п о р н ы х т о ч е к. К р о м е т о г о, д л я п о -
л у ч е н и я  н е г л а д к о й  с т ы к о в к и  о т с е к о в  н у ж н о  в в о д и т ь 
д о п о л н и т е л ь н ы е о п о р н ы е т о ч к и [ 1 0 ].

Х о р о ш и м и  ф о р м о о б р а з у ю щ и м и  в о з м о ж н о с т я м и 
о б л а д а е т  с п л а й н  К о ч а н е к - Б а р т е л ь с а  ( K o c h a n e k - B  a r-
t el s) [ 1 1 ]. Е г о о п и с а н и е с о д е р ж и т т р и н а с т р а и в а е м ы х 
п а р а м е т р а: н а т я ж е н и е, н е п р е р ы в н о с т ь и с м е щ е н и е, с 
п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  м о ж н о  с ф о р м и р о в а т ь  о т с е к и  ж е -
л а е м о й ф о р м ы – г л а д к и е, с о с т р и я м и и п е т л я м и. О д -
н а к о  н а с т р о й к а  т р е х  п а р а м е т р о в  д л я  к а ж д о г о  о т с е к а 
с о с т а в н о й к р и в о й у с л о ж н я е т а л г о р и т м и н т е р п о л я ц и и.

С п л а й н  А к и м ы  ( A k i m  a)  о п и с ы в а е т  о т с е к  к у б и ч е -
с к о й  к р и в о й  и  з а д а е т с я  ч е т ы р ь м я  п а р а м е т р а м и  [ 1 2 ]. 
Д л я  п о с т р о е н и я  с п л а й н а  А к и м ы  т р е б у е т с я  н е  м е н е е 
5  т о ч е к.  И н т е р п о л я н т  з а п и с ы в а е т с я  в  я в н о й  ф о р м е 
y = f( x ), п р и ч е м к о о р д и н а т ы x  е г о о п о р н ы х т о ч е к д о л ж-
н ы б ы т ь у п о р я д о ч е н ы.  П о э т о й п р и ч и н е с п л а й н А к и -
м ы н е ч а с т о п р и м е н я е т с я в з а д а ч а х в и з у а л и з а ц и и, т а к 
к а к с е г о п о м о щ ь ю з а т р у д н и т е л ь н о с ф о р м и р о в а т ь к р и -
в у ю, о п и с ы в а е м у ю м н о г о з н а ч н о й ф у н к ц и е й. 

О б щ е й  о с о б е н н о с т ь ю  п е р е ч и с л е н н ы х  с п л а й н о в 
( к р о м е с п л а й н а А к и м ы ) я в л я е т с я ф о р м и р о в а н и е в и з у -
а л ь н о г о о б р а з а о т с е к а м е ж д у д в у м я о п о р н ы м и т о ч к а -
м и. Э т о о з н а ч а е т, ч т о д л я в и з у а л и з а ц и и п р о т я ж е н н о й 
к р и в о й н а N  о п о р н ы х т о ч к а х н е о б х о д и м о п о л у ч и т ь в 
л у ч ш е м  с л у ч а е  ( N - 1 )  и н т е р п о л я н т.  Х о р о ш и м  п р и м и -
т и в о м  д л я  и н т е р п о л я ц и и  б ы л  б ы  о т с е к,  в и з у а л ь н а я 
ч а с т ь  к о т о р о г о  с о е д и н я е т  н е с к о л ь к о  о п о р н ы х  т о ч е к. 
П р и э т о м м о ж н о н е м н о г о п о с т у п и т ь с я т о ч н о с т ь ю и н -
т е р п о л я ц и и,  в  ч а с т н о с т и,  г л а д к о с т ь ю  с т ы к о в к и  о т с е -
к о в, п о с к о л ь к у д л я м н о г и х к р и в ы х, о с о б е н н о п р и р о д -
н о г о  п р о и с х о ж д е н и я,  э т о  с в о й с т в о  м е н е е  в а ж н о,  ч е м 
т о ч н о е п р о х о ж д е н и е к р и в о й ч е р е з о п о р н ы е т о ч к и.

Р е з у л ь т а т ы. Д л я  г е о м е т р и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а -
н и я  н е а н а л и т и ч е с к и х  п л о с к и х  к р и в ы х  п р е д л а г а е т -
с я  и н т е р п о л я н т  н а  о с н о в е  с м е ш и в а ю щ и х  ф у н к ц и й 
( С Ф ), д е й с т в у ю щ и х в д о л ь п а р а м е т р и ч е с к о й к о о р д и -
н а т н о й  л и н и и  ( к р и в о л и н е й н о й  к о о р д и н а т н о й  о с и ). 
Т а к у ю С Ф н а з о в е м к о о р д и н а т н о - л и н е й н о й, и л и п р о -
с т о л и н е й н о й с м е ш и в а ю щ е й ф у н к ц и е й ( Л С Ф ). Ч т о -
б ы п о л у ч и т ь м а т е м а т и ч е с к о е о п и с а н и е и н т е р п о л я н т а 
н а о с н о в е Л С Ф, м о ж н о в о с п о л ь з о в а т ь с я и н с т р у м е н -
т о м  и н т е р п о л я ц и и  с  п р и м е н е н и е м  р а д и а л ь н ы х  б а -
з и с н ы х  ф у н к ц и й  ( Р Б Ф ),  н а л о ж и в  о г р а н и ч е н и е  н а 
р а з м е р н о с т ь п р о с т р а н с т в а и н т е р п о л я ц и и.

Р Б Ф  –  х о р о ш и й  и н т е р п о л я т о р,  с в о й с т в а  к о т о р о г о 
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н е п л о х о  и с с л е д о в а н ы.  Т е о р и я  Р Б Ф  п р е д с т а в л е н а  в 
р а з н ы х  и н ф о р м а ц и о н н ы х  и с т о ч н и к а х:  м о н о г р а ф и я х, 
с т а т ь я х, э л е к т р о н н ы х д о к у м е н т а х, н а п р и м е р, [ 1 3 - 1 5 ]. 
В  п о с л е д н е е  в р е м я  т р а д и ц и о н н ы й  г е о м е т р и ч е с к и й  и 
а л г е б р а и ч е с к и й а п п а р а т Р Б Ф с т а л д о п о л н я т ь с я с р е д -
с т в а м и  и с к у с с т в е н н о г о  и н т е л л е к т а,  н а п р и м е р,  [ 1 6, 
1 7 ].  В  з а д а ч а х  в и з у а л и з а ц и и  Р Б Ф  ч а с т о  п р и м е н я ю т -
с я  д л я  м о д е л и р о в а н и я  и  о т о б р а ж е н и я  к р и в о л и н е й -
н ы х  п о в е р х н о с т е й,  з а д а н н ы х  в  д е к а р т о в о й  с и с т е м е 
к о о р д и н а т  м н о ж е с т в о м  о п о р н ы х  т о ч е к.  К а к  п р а в и л о, 
к а ж д а я  о п о р н а я  т о ч к а  п р и н и м а е т с я  з а  у з е л  и н т е р п о -
л я ц и и, и е й с т а в и т с я в с о о т в е т с т в и е н е к о т о р а я ф у н к -
ц и я, и м е ю щ а я в э т о й т о ч к е э к с т р е м а л ь н о е з н а ч е н и е и 
и з м е н я ю щ а я  з н а ч е н и е  п о  м е р е  у д а л е н и я  о т  о п о р н о й 
т о ч к и.  Д л я  н а х о ж д е н и я  к о о р д и н а т  п р о м е ж у т о ч н о й 
( т е к у щ е й ) т о ч к и п о в е р х н о с т и у ч и т ы в а ю т с я « в к л а д ы », 
т о е с т ь у р о в н и в л и я н и я о п о р н ы х т о ч е к, о к р у ж а ю щ и х 
п р о м е ж у т о ч н у ю т о ч к у. 

К а к  в с я к а я  а л г е б р а и ч е с к а я  ф у н к ц и я,  Р Б Ф - и н т е р -
п о л я н т м о ж е т б ы т ь з а п и с а н в я в н о й, н е я в н о й и п а р а м е -
т р и ч е с к о й ф о р м е. О с о б ы й и н т е р е с п р е д с т а в л я е т п а р а -
м е т р и ч е с к а я  з а п и с ь  и н т е р п о л я н т а,  в  к о т о р о й  к а ж д а я 
д е к а р т о в а к о о р д и н а т а п о в е р х н о с т и в ы р а ж а е т с я я в н о й 
з а в и с и м о с т ь ю о т д в у х п а р а м е т р и ч е с к и х к о о р д и н а т u  и 
v . П а р а м е т р ы п р е д с т а в л я ю т с о б о й ш а г и п о п о в е р х н о-
с т и, о б р а з у ю щ и е о р т о г о н а л ь н у ю к р и в о л и н е й н у ю с и -
с т е м у к о о р д и н а т – п а р а м е т р и ч е с к у ю с е т к у. О п о р н ы е 
т о ч к и п р и в я з ы в а ю т с я к у з л а м э т о й с е т к и. П а р а м е т р и -
ч е с к а я з а п и с ь Р Б Ф - и н т е р п о л я н т а и м е е т в и д:

                                                      ( 1 )

                                                      ( 2 )

                                                           ( 3 )

г д е x,  y,  z –  д е к а р т о в ы  к о о р д и н а т ы  п р о м е ж у -
т о ч н о й т о ч к и;

u
i
 и v

i
 – п а р а м е т р и ч е с к и е к о о р д и н а т ы i- й о п о р н о й 

т о ч к и;
r

i
  –  д е к а р т о в о  р а с с т о я н и е  о т  п р о м е ж у т о ч н о й  ( т е -

к у щ е й )  т о ч к и  д о i -й  о п о р н о й  т о ч к и,  и з м е р е н н о е  н а 
п а р а м е т р и ч е с к о й с е т к е;

ϕ ( r
i
)  –  р а д и а л ь н а я  б а з и с н а я  ф у н к ц и я,  з н а ч е н и е 

к о т о р о й з а в и с и т о т р а с с т о я н и я r
i
;

λ
x i
,  λ

yi
,  λ

z i
  –  к о э ф ф и ц и е н т ы  в л и я н и я i- й  Р Б Ф  п о 

к о о р д и н а т а м x, y, z,  с о о т в е т с т в е н н о;
N   –  к о л и ч е с т в о  о п о р н ы х  т о ч е к,  в л и я ю щ и х  н а 

т е к у щ у ю т о ч к у.
Р Б Ф   –  и н т е р п о л я ц и я  и м е е т  х о р о ш и е  ф о р м о о б -

р а з у ю щ и е  с в о й с т в а.  О н а  о б е с п е ч и в а е т  т о ч н о е  п р о -
х о ж д е н и е  п о в е р х н о с т и  ч е р е з  о п о р н ы е  т о ч к и.  Д л я 
э т о г о  н а  к о э ф ф и ц и е н т ы  в л и я н и я λ

x i
,  λ

yi
,  λ

z i
  н а к л а д ы -

в а ю т с я  о г р а н и ч е н и я.  О г р а н и ч е н и я  п р е д с т а в л я ю т с я 
в  в и д е  т р е х  с и с т е м  у р а в н е н и й  –  п о  о д н о м у  д л я 
к а ж д о й д е к а р т о в о й к о о р д и н а т ы. Э т о у с л о в и я т о ч н о г о 
п р о х о ж д е н и я  п о в е р х н о с т и  ч е р е з  о п о р н ы е  т о ч к и. 
Н а п р и м е р, д л я к о о р д и н а т ы x :

                            ( 4 )
г д е j  –  н о м е р  о п о р н о й  т о ч к и,  д л я  к о т о р о й 

с о с т а в л я е т с я  у с л о в и е  п р о х о ж д е н и я  п о в е р х н о с т и -
и н т е р п о л я н т а;

r
i j
  –  р а с с т о я н и е  м е ж д у j- й  о п о р н о й  т о ч к о й  и  о с -

т а л ь н ы м и ( i = 1 .. N) о п о р н ы м и т о ч к а м и п о в е р х н о с т и.
В ы р а ж е н и е  ( 4 )  п р и  п е р е б о р е j  д а е т  С Л А У  – 

с и с т е м у  и з N   л и н е й н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й. 
А н а л о г и ч н о  с о с т а в л я ю т с я  С Л А У  д л я  к о о р д и н а т y   и 
z .  Р е ш е н и е  т р е х  С Л А У  д а е т  к о э ф ф и ц и е н т ы  в л и я н и я 
Р Б Ф λ

x i
,  λ

yi
,  λ

z i
,  о б е с п е ч и в а ю щ и е  п р о х о ж д е н и е  п о -

в е р х н о с т и  ч е р е з  о п о р н ы е  т о ч к и.  Э т и  к о э ф ф и ц и е н т ы 
п о д с т а в л я ю т с я  в  и н т е р п о л я н т  ( 1 )  –  ( 3 ).  Н а  п р а к т и к е 
п р и м е н я ю т с я р а з л и ч н ы е в и д ы Р Б Ф [ 1 8 - 2 1 ], н а и б о л е е 
п о п у л я р н ы м и  и з  к о т о р ы х  я в л я ю т с я  п р и в е д е н н ы е  в 
т а б л и ц е 1.

Т а б л и ц а 1 – Н е к о т о р ы е р а з н о в и д н о с т и р а д и а л ь н ы х б а з и с н ы х ф у н к ц и й

Н а и м е н о в а н и е Р Б Ф  М а т е м а т и ч е с к о е о п и с а н и е  Н а и м е н о в а н и е Р Б Ф  М а т е м а т и ч е с к о е о п и с а н и е

М у л ь т и к в а д р и к И н в е р с н ы й м у л ь т и к в а д р и к

Г а у с с и а н Т о н к о п л е н о ч н ы й с п л а й н

В  т а б л и ц е  1: ε   –  к о э ф ф и ц и е н т  с г л а ж е н н о с т и  – 
ч и с л о,  в л и я ю щ е е  н а  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  Р Б Ф,  а c   – 
к о н с т а н т а, п о д б и р а е м а я п р и и н т е р п о л я ц и и. 

Д л я  с л у ч а я  и н т е р п о л я ц и и  п л о с к и х  к р и в ы х 
м о ж н о  а д а п т и р о в а т ь  а п п а р а т  Р Б Ф - и н т е р п о л я ц и и, 
п р и м е н и в з а в и с и м о с т ь к о о р д и н а т x, y  т е к у щ е й т о ч к и 
к р и в о й  о т  о д н о г о  п а р а м е т р а t,  к о т о р ы й  п р е д с т а в л я е т 
с о б о й  ш а г и  п о  к р и в о й,  т о  е с т ь  в в о д и т с я  о д н о м е р -
н а я  п а р а м е т р и ч е с к а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т.  К а ж д а я 
( i- я )  о п о р н а я  т о ч к а  к р и в о й  п о л у ч а е т  н е к о т о р у ю 
п а р а м е т р и ч е с к у ю  к о о р д и н а т у t

i
.  К а ж д о й  о п о р н о й 

т о ч к е  с т а в и т с я  в  с о о т в е т с т в и е  Л С Ф  –  л и н е й н а я 
с м е ш и в а ю щ а я ф у н к ц и я, д е й с т в у ю щ а я в о б е с т о р о н ы 
о т о п о р н о й т о ч к и в д о л ь к о о р д и н а т н о й л и н и и t. Т о г д а 

о п и с а н и е и н т е р п о л я н т а п р и н и м а е т в и д

                                                    ( 5 )

                                                     ( 6 )

г д е о б о з н а ч е н и я и м е ю т т о т ж е с м ы с л, ч т о и в ( 1 – 
3 ). К о э ф ф и ц и е н т ы в л и я н и я λ

x i
, λ

yi
 i- й Л С Ф н а х о д я т с я, 

и с х о д я  и з  у с л о в и я  п р о х о ж д е н и я  и н т е р п о л и р о в а н н о й 
к р и в о й ч е р е з о п о р н ы е т о ч к и, к а к э т о д е л а е т с я в с л у ч а е 
Р Б Ф,  т о  е с т ь  с  у ч а с т и е м  в ы р а ж е н и й,  а н а л о г и ч н ы х 
( 4 ).  Т о л ь к о  р а с с т о я н и е r

i j
  м е ж д у i- й  и j- й  о п о р н ы м и 

т о ч к а м и н а х о д я т с я п о - д р у г о м у:

.                                                            ( 7)
П о д с т а н о в к а  к о э ф ф и ц и е н т о в  в л и я н и я  в  ( 5 ),  ( 6 ) 



1 6 X X I в е к: и т о г и п р о ш л о г о и п р о б л е м ы н а с т о я щ е г о п л ю с. 2 0 2 4. Т. 1 3. № 4 ( 6 8 )

И н ф о р м а т и к а, в ы ч и с л и т е л ь н а я 
т е х н и к а и у п р а в л е н и еВ И З У А Л И З А Ц И Я П Л О С К И Х К Р И В Ы Х С И С П О Л Ь З О В А Н И Е М С М Е Ш И В А Ю Щ И Х …

К о с н и к о в Ю р и й Н и к о л а е в и ч, А б у б е к е р о в Д и н а р Р а ш и д о в и ч   

д а е т Л С Ф - и н т е р п о л я н т.
П р и м е н е н и е  Л С Ф - и н т е р п о л я н т а  и м е е т  с в о е о б -

р а з и е.  П р и  п о с т р о е н и и  и н т е р п о л я н т а  н а  в с е х 
з а д а н н ы х  о п о р н ы х  т о ч к а х  в о з н и к а е т  г л о б а л ь н а я 
и н т е р п о л я ц и я.  О н а  о б р а з у е т  г л а д к у ю  к р и в у ю,  т о ч н о 
п р о х о д я щ у ю  ч е р е з  в с е  о п о р н ы е  т о ч к и,  о д н а к о  в 
с л у ч а е  б о л ь ш о г о  к о л и ч е с т в а  э т и х  т о ч е к  н а х о ж д е н и е 
к о э ф ф и ц и е н т о в  в л и я н и я  т р е б у е т  б о л ь ш и х  в р е м е н -
н ы х з а т р а т н а р е ш е н и е С Л А У б о л ь ш о й р а з м е р н о с т и. 
Ч т о б ы  п о в ы с и т ь  п р о и з в о д и т е л ь н о с т ь  и н т е р п о л я ц и и 
и  у п р о с т и т ь  е е  а л г о р и т м,  н у ж н о  о г р а н и ч и т ь  ч и с л о 
о п о р н ы х  т о ч е к,  т о  е с т ь  п р и м е н и т ь  л о к а л ь н у ю 
и н т е р п о л я ц и ю. О д н а к о п р и э т о м в о з м о ж н о с н и ж е н и е 
к а ч е с т в а  и н т е р п о л я ц и и.  В о з н и к а е т  в о п р о с  в ы б о р а 
ч и с л а о п о р н ы х т о ч е к, у с т а н а в л и в а ю щ е г о к о м п р о м и с с 
м е ж д у х а р а к т е р и с т и к а м и и н т е р п о л я ц и и. 

Е с л и р а з б и т ь м н о ж е с т в о и с х о д н ы х о п о р н ы х т о ч е к 
к р и в о й  н а  п о д м н о ж е с т в а,  п р о в е с т и  и н т е р п о л я ц и ю  в 
п р е д е л а х  к а ж д о г о  п о д м н о ж е с т в а  и  в и з у а л и з и р о в а т ь 
с е г м е н т  н а  в с е х  т о ч к а х  п о д м н о ж е с т в а,  т о  г л а д к о е 
с о п р я ж е н и е с е г м е н т о в, в о б щ е м с л у ч а е, н е п о л у ч и т с я. 
В  э т о м  с л у ч а е  к а ж д ы й  с е г м е н т - и н т е р п о л я н т  ф о р -
м и р у е т с я н е з а в и с и м о и и м е е т с в о ю ф о р м у. О ч е в и д н о, 
д л я  г л а д к о й  с т ы к о в к и  п о д м н о ж е с т в а  о п о р н ы х  т о -
ч е к  д о л ж н ы  п е р е с е к а т ь с я,  н о  в и з у а л и з а ц и я  д о л ж н а 
в ы п о л н я т ь с я л и ш ь н а с р е д н и х т о ч к а х о т с е к а.

О б о з н а ч и в  к о л и ч е с т в о  о п о р н ы х  т о ч е к  и н т е р -
п о л я н т а  ( с е г м е н т а ) N ,  а  к о л и ч е с т в о  о п о р н ы х 
т о ч е к,  н а  к о т о р ы х  с т р о и т с я  в и з у а л ь н ы й  о б р а з 
с е г м е н т а, M ,  м о ж н о  у к а з а т ь  с о о т в е т с т в и е  ( с х е м у ) 
к о л и ч е с т в  т о ч е к,  у ч а с т в у ю щ и х  в  в ы ч и с л е н и я х  и 
у ч а с т в у ю щ и х  в  в и з у а л и з а ц и и,  к а к N ↦  M  .  Н а з о в е м 
е е  с х е м о й  р а с ч е т а - в и з у а л и з а ц и и.  Ч е м  б о л ь ш е N , 
т е м  л у ч ш е  ф о р м а  в о с с т а н а в л и в а е м о й  к р и в о й,  н о 
с л о ж н е е  в ы ч и с л е н и я.  Ч е м  б о л ь ш е M ,  т е м  в ы ш е 
п р о и з в о д и т е л ь н о с т ь  и н т е р п о л я ц и и,  н о  х у ж е  с т ы к о в -
к а  с е г м е н т о в  с  с о с е д н и м и.  М и н и м а л ь н а я  с х е м а  4 ↦ 2 
с х о д н а  п о  с т р у к т у р е  с о  с п л а й н - и н т е р п о л я ц м е й,  н о 
н е  у д о в л е т в о р я е т  т р е б о в а н и я м  п о  ф о р м е  о т с е к а  и 
г л а д к о с т и  с т ы к о в к и.  Д а л е е  в о з м о ж н ы  с х е м ы  5 ↦ 3, 
6 ↦ 4, 7 ↦ 3, 7 ↦ 5 и т. д. С в о й с т в а т а к и х и н т е р п о л я н т о в 
н у ж д а ю т с я  в  и з у ч е н и и.  В  с т а т ь е  л и ш ь  с р а в н и в а ю т -
с я  ф о р м о о б р а з у ю щ и е  с в о й с т в а  Л С Ф -  и  с п л а й н -

и н т е р п о л я ц и и.
О б с у ж д е н и е.   Д л я  Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и  в ы б р а н а 

с х е м а  р а с ч е т а - в и з у а л и з а ц и и  5 ↦ 3  и  п о с л е д о в а -
т е л ь н а я  п а р а м е т р и з а ц и я.  И н т е р п о л я н т  и м е е т  в и д 
в ы р а ж е н и й ( 5 ), ( 6 ), в к о т о р ы х N = 5. Д л я в ы ч и с л е н и я 
к о э ф ф и ц и е н т о в  в л и я н и я  в  с о о т в е т с т в и и  с  в ы р а ж е -
н и е м  ( 4 )  п а р а м е т р t  и з м е н я е т с я  в  и н т е р в а л е  о т  1  д о 
5,  а  д л я  в и з у а л и з а ц и и  с е г м е н т а  п о  в ы р а ж е н и я м  ( 5 ), 
( 6 ) – в и н т е р в а л е о т 2 д о 4. В к а ч е с т в е Л С Ф в ы б р а н а 
б и к в а д р а т н а я ф у н к ц и я

, t = 1, 2, ..., 5                          ( 8 )
г д е t

m  ax
  –  п о л о в и н а  з о н ы  в л и я н и я  Л С Ф  в 

п а р а м е т р и ч е с к и х к о о р д и н а т а х.
Д л я  с р а в н е н и я  с  Л С Ф - и н т е р п о л я ц и е й  в з я т а  и н -

т е р п о л я ц и я  с  п р и м е н е н и е м  с п л а й н а  К э т м у л л а - Р о м а, 
т а к  к а к  о н а  х а р а к т е р и з у е т с я  п р о с т о т о й  а л г о р и т м а  и 
х о р о ш и м  ф о р м о о б р а з о в а н и е м.  О п и с а н и е  с е г м е н т а 
с п л а й н а в п а р а м е т р и ч е с к о й ф о р м е и м е е т в и д:

 ( 9 )

   

   ( 1 0 )

г д е x
1
,  ...,  x

4
,  y

1
,  ...,  y

4
  –  д е к а р т о в ы  к о о р д и н а т ы 

ч е т ы р е х о п о р н ы х т о ч е к с е г м е н т а;
t – п а р а м е т р.
Д л я  ф о р м и р о в а н и я  т е с т о в о й  к р и в о й  в ы б р а н а 

з а в и с и м о с т ь

г р а ф и к  к о т о р о й  и м е е т  у ч а с т к и  м е д л е н н о г о, 
с р е д н е г о  и  б ы с т р о г о  и з м е н е н и я  к р и в и з н ы,  к а к  э т о 
п о к а з а н о  н а  р и с у н к е  1.  Н а  к р и в о й  з а д а н ы  о п о р н ы е 
т о ч к и,  о т с т о я щ и е  д р у г  о т  д р у г а  н а  р а з н ы е  д е к а р -
т о в ы  р а с с т о я н и я,  н о  и м е ю щ и е  п о с л е д о в а т е л ь н ы е 
п а р а м е т р и ч е с к и е к о о р д и н а т ы о т  t = 1 д о  t = 1 1.

З н а ч е н и я  п а р а м е т р а  и  д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т 
о п о р н ы х т о ч е к P

i
 п р и в е д е н ы в т а б л и ц е 1.

К р и в а я  р а з б и т а  н а  ч е т ы р е  о т с е к а.  О б о з н а ч е н и я 
о п о р н ы х т о ч е к, в х о д я щ и х в о т с е к и, и и х с о о т в е т с т в и е 
о п о р н ы м  т о ч к а м  и н т е р п о л я н т а  с х е м ы  5 ↦ 3  п о к а з а н ы 
в т а б л и ц е 2.

 

Р и с у н о к  1  –  В и д  т е с т о в о й  к р и в о й  с  о п о р н ы м и  т о ч к а м и  

P 1  
P 2  

P 3  

P 4  
P 5  P 6  

P 7  

P 8  

P 9  

P 1 0  

P 1 1  

Р и с у н о к 1 – В и д т е с т о в о й к р и в о й с о п о р н ы м и т о ч к а м и



1 7X X I c e nt u r y: R e s u m e s of t h e P a st a n d C h all e n g e s of t h e P r e s e nt pl u s. 2 0 2 4. V. 1 3. № 4 ( 6 8 )

I  n f o rm  a ti  o n  S ci  e n c e,   C  om  pu ti  ng   
D  ev i  c e s a nd  C  o n t r ol l i  ng V I S U A L I Z A T I O N O F F L A T C U R V E S U S I N G B L E N D I N G F U N C T I O N S …

K o s ni k o v Y u ri Ni k ol a e vi c h, A b u b e k e r o v Di n a r R a s hi d o vi c h   

Т а б л и ц а 1 – П а р а м е т р и ч е с к и е и д е к а р т о в ы к о о р д и н а т ы о п о р н ы х т о ч е к т е с т о в о й к р и в о й

P
i

P
1

P
2

P
3

P
4

P
5

P
6

P
7

P
8

P
9

P
1 0

P
1 1

t
i

1  2  3  4  5  6  7  8  9  1 0 1 1

x
i

- 2. 0 - 2. 6 8 3 - 1. 8 1 9  0. 7 1 8  3. 5 1 4  4. 9 1 8  4. 5 5 9  3. 6 8 6  4. 0 2 1  6. 1 7 6  9. 0 8 8

y
i

- 6. 0 - 4. 9 8 1 - 2. 7 6 8 - 1. 1 2 0 - 1. 0 9 3 - 2. 0 6 7 - 2. 3 2 0 - 0. 6 0 8  2. 6 9 1  5. 9 2 2  7. 6 7 8

Т а б л и ц а 2 – С о о т в е т с т в и е о б о з н а ч е н и й о п о р н ы х т о ч е к к р и в о й о п о р н ы м т о ч к а м о т с е к а и у ч а с т к а е г о в и з у а л и з а ц и и

Н о м е р  i о п о р н о й т о ч к и 
и н т е р п о л я н т а 

О п о р н ы е т о ч к и р а с ч е т а о т с е к о в О п о р н ы е т о ч к и в и з у а л и з а ц и и о т с е к о в
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К а к  в и д н о  и з  т а б л и ц ы  2,  в  в и з у а л и з а ц и и  п е р в о г о 
и  п о с л е д н е г о  о т с е к о в  п р и н и м а ю т  у ч а с т и е  н е  т о л ь к о 
с р е д н и е,  н о  и  к р а й н и е  о п о р н ы е  т о ч к и.  Э т о  д е л а е т с я, 
ч т о б ы  « п р и ж а т ь »  к р и в у ю  к  н а ч а л ь н о й  и  к о н е ч н о й 
т о ч к а м.  В  н и х  н е  н у ж н о  о б е с п е ч и в а т ь  г л а д к у ю 
с т ы к о в к у  о т с е к о в  с  с о с е д н и м и,  а  в ы ч и с л е н и е  и х 
к о о р д и н а т  в ы п о л н я е т с я  к о р р е к т н о,  т а к  к а к  н а  н и х 
в л и я ю т в с е о п о р н ы е т о ч к и о т с е к а.

З н а ч е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  в л и я н и я  д л я  и н т е р -
п о л я н т а  ( 5 ),  ( 6 )  н а х о д я т с я  и з  у с л о в и я  п р о х о ж д е н и я 
к р и в о й - и н т е р п о л я н т а  ч е р е з  о п о р н ы е  т о ч к и.  Н а п -
р и м е р,  с и с т е м а  у р а в н е н и й,  н е о б х о д и м а я  д л я 
о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  в л и я н и я λ

x i
  о п о р н ы х 

т о ч е к  п е р в о г о  о т с е к а  и  п о с т р о е н н а я  п о  д а н н ы м 
т а б л и ц ы 1 с п р и м е н е н и е м ф у н к ц и и ( 8 ) в с о о т в е т с т в и и 
с ( 4 ) и ( 7 ), и м е е т в и д:

,

,

,

,

.
К о э ф и ц и е н т ы  С Л А У  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  з н а -

ч е н и я  б и к в а д р а т н о й  С Ф  д л я  с о о т в е т с т в у ю щ и х 
з н а ч е н и й  п а р а м е т р а t.  З н а ч е н и е t

m  ax
  в ы б р а н о  р а в н ы м 

ч е т ы р е м,  р е к о м е н д а ц и и  п о  е г о  о б о с н о в а н н о м у  в ы -
б о р у  н у ж д а ю т с я  в  р а з р а б о т к е.  Р е ш е н и е  С Л А У  д а е т 
з н а ч е н и я к о э ф ф и ц и е н т о в в л и я н и я:

А н а л о г и ч н о  н а х о д я т с я  к о э ф ф и ц и е н т ы  в л и я н и я 
д л я о п о р н ы х т о ч е к п е р в о г о о т с е к а п о к о о р д и н а т е y и 
д л я  о с т а л ь н ы х  о т с е к о в.  С л е д у е т  о б р а т и т ь  в н и м а н и е, 
ч т о  л е в а я  ч а с т ь  С Л А У  д л я  в с е х  о т с е к о в  о с т а е т с я 
н е и з м е н н о й,  м е н я е т с я  т о л ь к о  н а б о р  с в о б о д н ы х  ч л е -
н о в ( к о о р д и н а т о п о р н ы х т о ч е к ).

П о с л е  п о д с т а н о в к и  к о э ф ф и ц и е н т о в  в л и я н и я 
в  в ы р а ж е н и я  ( 5 ),  ( 6 )  в ы п о л н е н а  и н т е р п о л я ц и я 
и  в и з у а л и з а ц и я  п р о м е ж у т о ч н ы х  т о ч е к  к р и в о й. 
Р е з у л ь т а т  п о к а з а н  н а  р и с у н к е  2,  г д е  к р и в а я  Л С Ф -
и н т е р п о л я ц и и  н а л о ж е н а  н а  т е с т о в у ю  к р и в у ю. 
В и з у а л ь н ы й  а н а л и з  п о к а з ы в а е т,  ч т о  с к о л ь к о - т о 
з н а ч и м ы е  р а с х о ж д е н и я  э т и х  к р и в ы х  з а м е т н ы  л и щ ь 
н а п е р в о м и п о с л е д н е м о т с е к а х ( м е с т а п о к а з а н ы н а 
р и с у н к е 2 с т р е л к а м и )., х о т я о к о н ч а т е л ь н ы й в ы в о д о 
т о ч н о с т и и н т е р п о л я ц и и д а с т т о л ь к о к о л и ч е с т в е н н а я 
о ц е н к а.

 

М е с т а  р а с х о ж д е н и й  

к р и в ы х  

Р и с у н о к  2  –  Р е з у л ь т а т  Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и  т е с т о в о й  к р и в о й  Р и с у н о к 2 – Р е з у л ь т а т Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и т е с т о в о й к р и в о й
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И н ф о р м а т и к а, в ы ч и с л и т е л ь н а я 
т е х н и к а и у п р а в л е н и еВ И З У А Л И З А Ц И Я П Л О С К И Х К Р И В Ы Х С И С П О Л Ь З О В А Н И Е М С М Е Ш И В А Ю Щ И Х …

К о с н и к о в Ю р и й Н и к о л а е в и ч, А б у б е к е р о в Д и н а р Р а ш и д о в и ч   

О т с е к  с п л а й н а  К э т м у л л а - Р о м а  в  с о о т в е т с т в и и 
с  в ы р а ж е н и я м и  ( 9 ),  ( 1 0 )  с т р о и т с я  н а  ч е т ы р е х 
о п о р н ы х  т о ч к а х,  п р и ч е м  в и з у а л и з и р у е т с я  о т р е з о к 
м е ж д у  д в у м я  с р е д н и м и  о п о р н ы м и  т о ч к а м и.  Э т о 
о з н а ч а е т,  ч т о  д л я  и н т е р п о л я ц и и  т е с т о в о й  к р и в о й, 
и м е ю щ е й  1 1  о п о р н ы х  т о ч е к,  н у ж н ы  8  о т с е к о в. 
О д н а к о  п р и  э т о м  к р и в а я  б у д е т  п о с т р о е н а  м е ж д у 
в т о р о й  и  п р е д п о с л е д н е й  о п о р н ы м и  т о ч к а м и.  Ч т о б ы 
« п р и ж а т ь »  е е  к  п е р в о й  и  п о с л е д н е й  т о ч к а м,  н у ж н о 
п р и м е н и т ь а п п а р а т к р а т н ы х о п о р н ы х т о ч е к, т о е с т ь 
п е р в ы й о т с е к с т р о и т ь н а т о ч к а х P

1
 – P

1
 – P

2
 – P

3
, а 

п о с л е д н и й – н а т о ч к а х P
9
 – P

1 0
 – P

1 1
 – P

1 1
. Т о г д а ч и с л о 

о т с е к о в  К э т м у л л а - Р о м а  в о з р а с т е т  д о  1 0.  Р е з у л ь т а т 

с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и  п о к а з а н  н а  р и с у н к е  3,  г д е 
с п л а й н о в а я  с о с т а в н а я  к р и в а я  н а л о ж е н а  н а  к р и в у ю 
Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и.

И з о б р а ж е н и я  о п о р н ы х  т о ч е к  в з я т ы  с  т е с т о в о й 
к р и в о й.

В и з у а л ь н ы й  а н а л и з  п о к а з ы в а е т,  ч т о  Л С Ф -
и н т е р п о л я н т  п о  с в о и м  ф о р м о о б р а з у ю щ и м  в о з м о ж -
н о с т я м  н е  у с т у п а е т  с п л а й н - и н т е р п о л я н т у,  а  н а 
к р а й н и х  у ч а с т к а х  и н т е р п о л я ц и и  и  п р е в о с х о д и т  е г о. 
В  д а л ь н е й ш е м  н у ж н о  д а т ь  к о л и ч е с т в е н н у ю  о ц е н к у 
р а с х о ж д е н и я д в у х и н т е р п о л я ц и о н н ы х к р и в ы х. В т о ж е 
в р е м я ч и с л о с е г м е н т о в Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и б о л е е ч е м 
в д в а р а з а м е н ь ш е ч и с л а с е г м е н т о в с п л а й н а.

 P 1 1  

P 1 0  

P 1  

P 2  

P 3  

Р и с у н о к  3  –  И л л ю с т р а ц и я  с р а в н е н и я  р е з у л ь т а т о в  с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и  и  Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и  Р и с у н о к 3 – И л л ю с т р а ц и я с р а в н е н и я р е з у л ь т а т о в с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и и Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и

В ы в о д ы. В и з у а л ь н ы й  а н а л и з  п о к а з ы в а е т,  ч т о 
п р е д л а г а е м ы й  Л С Ф - и н т е р п о л я т о р  о б л а д а е т  х о -
р о ш и м и  ф о р м о о б р а з у ю щ и м и  в о з м о ж н о с т я м и.  Т о ч -
н о с т ь  Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и  с р а в н и м а  с  т о ч н о с т ь ю 
с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и.  Ч и с л о  с е г м е н т о в  с о с т а в н о й 
к р и в о й,  к о т о р ы е  н у ж н о  р а с с ч и т ы в а т ь,  з н а ч и т е л ь н о 
м е н ь ш е  ч и с л а  с е г м е н т о в  с п л а й н - и н т е р п о л я ц и и. 
П р и  в ы ч и с л е н и и  х а р а к т е р и с т и к  Л С Ф - и н т е р п о л я н -
т а  н е о б х о д и м о  р е ш а т ь  С Л А У.  Е с л и  в ы б р а т ь  п о с -
л е д о в а т е л ь н у ю  п а р а м е т р и з а ц и ю,  м а т р и ц а  к о э ф ф и -
ц и е н т о в  С Л А У  п р и  п е р е х о д е  о т  о д н о г о  о т с е к а  к 
с л е д у ю щ е м у  н е  м е н я е т с я,  м е н я е т с я  л и ш ь  м а т р и ц а 
с в о б о д н ы х  ч л е н о в  ( к о о р д и н а т  о п о р н ы х  т о ч е к ),  ч т о 
у п р о щ а е т  а л г о р и т м  и н т е р п о л я ц и и  и  п о в ы ш а е т  е е 
п р о и з в о д и т е л ь н о с т ь.  К о л и ч е с т в е н н ы е  х а р а к т е р и с -
т и к и  т о ч н о с т и  и н т е р п о л я ц и и  и  г л а д к о с т и  с т ы к о в к и 
с е г м е н т о в  с о с т а в н о й  и н т е р п о л и р о в а н н о й  к р и в о й 
н у ж д а ю т с я  в  в ы я с н е н и и.  Т о ч н о с т ь  и н т е р п о л я -
ц и и  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  п о  с р е д н е к в а д р а т и ч е с к о м у 
о т к л о н е н и ю  и л и  м е т р и к е  Х а у с д о р ф а,  а  к р и т е р и й 
г л а д к о с т и с т ы к о в к и с л е д у е т р а з р а б о т а т ь. К р о м е т о г о, 
в  х о д е  д а л ь н е й ш и х  и с с л е д о в а н и й  н у ж н о  о п р е д е л и т ь 
в о з м о ж н о с т и  Л С Ф - и н т е р п о л я ц и и  п р и  р а з л и ч н о й 
р а с с т а н о в к е о п о р н ы х т о ч е к, а т а к ж е с ф о р м у л и р о в а т ь 
д л я  н е е  р е к о м е н д а ц и и  п о  р а ц и о н а л ь н о м у  в ы б о р у 
с х е м ы  р а с ч е т а – в и з у а л и з а ц и и.  Е щ е  о д н о й  з а д а ч е й 

н а  б у д у щ е е  я в л я е т с я  с о з д а н и е  п р о с т о г о  а л г о р и т м а 
в и з у а л и з а ц и и  к р и в ы х  с  о с т р и я м и,  и з л о м а м и, 
р а з р ы в а м и.
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